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PRÉFACE 



Que des hommes; puissent se tromper en matière 
de philosophie, que des savants ne soient pas d'ac- 
cord sur l'essence des principaux agents de la nature, 
que des médecins ne s'entendent pas entre eux, il n'y 
a là rien qui vous étonne. 

Mais quand il s'agit de mathématiques, les erreurs 
sont elles possibles ? Est-ce que deux et deux ne font 
pas quatre pour tout le monde? Ce qui est démontré 
par A plus B est bel et bien démontré, sans que per- 
sonne ait rien à y reprendre. 

Sans doute, cherjecteur; je suis de votre avis. 
Cependant les questions litigieuses abondent dans les 
mathématiques, comme dans toutes les sciences 
humaines; je ne parle pas de la quadrature du cercle, 
ni de la trisection de l'angle, qui sont simplement des 
problèmes difficiles. Mais les questions relatives à l'in- 
fini mathématique sont à peine posées; il y a tel 
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savant qui en a peur, et, parmi les autres , celui qui 
passe pour le plus fort est tout bonnement le plus 
habile à les esquiver. Et vous avez dû remarquer, en 
ouvrant un livre quelconque de mathématiques, cher 
lecteur, que l'infini se présente en personne, bon 
gré malgré, dans les premières propositions qui s'y 
trouvent formulées. 

Cette rencontre inattendue de l'infini au début de la 
science suffit, je pense, à vous faire comprendre 
comment les erreurs y sont possibles. Vous le com- 
prendrez encore mieux, si vous vous souvenez qu'on 
a introduit depuis nombre d'années des questions de 
méthode, d'histoire ou de critique parmi les épreuves 
sérieuses de l'agrégation des lycées pour les sciences 
mathématiques. Que si vous doutez après cela, je 
vous dirai, pour vous convaincre, que parmi les géomè- 
très italiens la discorde vient d'éclater l'an passé, en 
discussions si vives que leur ministre à Florence s'est 
vu obUgé de décider qu'un seul ouvrage de géométrie 
(élémentaire serait à l'avenir autorisé dans les écoles 
du royaume, savoir : les Eléments d'Euclide. Et ce 
ministre, quoi qu'en aient dit messieurs les Anglais 
aurait pu faire un plus mauvais choix. 

Le moyen de découvrir ces erreurs et de les éviter, 
c'est l'attention. Par le temps qui court, l'attention est 
une des qualités qui manquent le plus dans nos études 
classiques. Apprendre vite et surtout des choses qui 
soient utiles dans la vie pratiqué, voilà la devise de 
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beaucoup de gens de notre époque. Malheureusement, 
les deux termes de cette devise sont contradictoires ; 
car, le moyen d'appliquer utilement des connaissances, 
c'est de les posséder à fond, et pour les posséder à 
fond, il faut les avoii* acquises lentement. Les esprits 
médiocres ne peuvent évidemment retirer aucun avan- 
tage d'une éducation à la vapeur ; et, si vous êtes in- 
telligent, comme je le suppose, vous emporterez, mal- 
gré tout, du collège où le temps vous aura manqué, 
un tas d'erreurs dont vous tiendrez tôt ou tard à vous 
débarrasser ; les heures de travail que vous emploierez 
à vous refaire l'esprit seront une perte de temps, qu'un 
enseignement plus sage et plus complet aurait pu vous 
épargner . 

Je sais bien que la faute en est aussi imputable à 
la loi, qui assigne une limite d'âge pour l'admission 
aux écoles du gouvernement. Cette loi oblige maîtres 
et élèves à se presser : passé 20 ans, nul ne peut 
concourir pour l'Ecole Polytechnique, ni pour celle 
de St-CjT, sauf une exception en faveur du soldat qui 
peut se présenter jusqu'à 25 ans. 

Il est dificile de se rendre parfaitement compte de 
la nécessité actuelle d'une semblable mesure, et sur- 
tout de l'exception qu'elle comporte. Est-ce une qua- 
lité d'être jeune pour un ingénieur? Et cette qualité 
de jeunesse a-t-elle plus de prix lorsqu^il s'agit du 
génie civil que lorsqu'il s'agit du génie militaire ? Il y 
a eu, sans doute, d'excellentes raisons à donner pour 
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le maintien <ie cette disposition de la loi ; mais son 
origine, je le crains, se rattache à des circonstances 
exceptionnelles nées d'un régime 'qui n'existe plus, et 
les bonnes raisons qu'on a pu autrefois alléguer en sa 
faveur n'ont à présent, j'en suis convaincu, qu'une 
importance tout à fait secondaire. 

Au lieu de tendre à abréger la durée de l'éducation 
scolaire, il est urgent de chercher à lui rendre sa plé- 
nitude normale et son complet développement. Si vous 
êtes ministre, retournez donc hardiment la règle, et 
qu'il soit défendu aux jeunes gens de concourir pour 
l'école Pol3rtechnique avant d'avoir 20 ans ; faites une 
exception, si l'on tient absolument à ce qu'il y en ait 
une, pour les candidats qui se destinent à la carrière 
militaire, et permettez leur (mais seulement à ceux-là) 
de se présenter à 18 ans. 

Vous aurez trouvé ainsi le moyen de laisser 
parcourir librement à vos élèves les programmes offi- 
ciels dans toute leur étendue et avec toute la maturité 
d'esprit désirable. Vous aurez le loisir de leur ensei- 
gner, à côté des langues vivantes, le grec et le latin 
sous toutes leurs formes ; vous pourrez, soyez en sûr, 
abréger impunément la durée des classes, propager les 
exercices gymnastiques, et faire que le nombre des 
myopes et des morts n'augmente plus dans vos écoles. 

J'ai souffert comme vous, cher lecteur, d'un mau- 
vais état de choses tout fait que nous ont légué nos 
pères; j'ai mis des années à découvrir telle vérité que 
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je signale, dans ces pages, à votre attention, et c'est 
pour alléger votre tâche, autant que pour doubler vos 
chances de succès, que je me suis décidé à formuler, en 
règles simples et précises, les idées qui ont présidé à 
mes recherches. 

Autant que possible, j'ai évité le mot, comme le 
recommande Pascal dans les questions de critique, et, 
si j'ai dû citer des ouvrages avec les noms d'auteur, 
on reconnaîtra, je l'espère, que c'est plus souvent 
pour louer que pour blâmer. 

Malgré le soin que j'ai pris de ne blesser personne , 
plusieurs géomètres se croiront directement attaqués 
dans mon écrit. Qu'ils se rassurent; les erreurs que je 
relève dans leurs ouvrages et que je combats, ne sont 
pas nées d'hier. Mais il m'a paru complètement inutile 
d'aller leur déclarer la guerre dans les œuvres d'A- 
ristpte ou de Platon; c'est pourquoi je me suis atta- 
ché uniquement à la critique des auteurs modernes. 

Au surplus, je ne vise pas haut . Je ne traite la question 
des définitions géométriques qu'au point de vue excessi- 
vement restreint de l'enseignement élémentaire, c'est- 
à-dire au point de vue de mon expérience personnelle 
et quotidienne. Ce n'est pas un nouveau traité de 
logique que je vous soumets, cher lecteur; c'est le sens 
commun de mes élèves que je vais laisser parler. 



CHAPITRE I 



Importance de» déflutUon» 



L*étude de la géométrie occupe en France une si large 
place dans les programmes de l'Enseignement public , 
que son importance n'est aujourd'hui contestée par per- 
sonne. Ce n'est pas, comme plusieurs pourraient le croire, 
que les vérités théoriques qu'elle propose soient très- 
utiles en elles-mêmes, ni que lés résultats pratiques aux- 
quelles ces vérités aboutissent, soient considérables. 
L'importance de la géométrie dans l'enseignement clas- 
sique (1), consiste essentiellement en ce que cette science 
est , entre toutes les sciences humaines, la plus capable 
de conduire l'esprit de l'homme à la recherche et à l'a- 
mour de la vérité. 

L'étude de la géométrie nous invite à la recherche de 
la vérité, car elle est un modèle parfait de toutes les 
règles de la logique, en tant qu'elle offre une application 
continuelle et facile, des lois du raisonnement. 

L'étude de la géométrie' nous inspire l'amour de la 
vérité, car elle habitue l'esprit qui s'y livre à se détacher 

(î) Voy. les Prog. 3, 4, etc., du Plan d'Etvdes des Lycées. 1868. 
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des choses sensibles, en l'appliquant à un objet qui est 
très-capable de Toccuper tout entier, et qui pourtant n'a 
rien qui puisse favoriser la pente de l'âme vers les sens. 

Combien d'hommes seraient plus réservés dans leurs 
affirmations philosophiques et morales, s'ils savaient un peu 
plus de géométrie ! Platon inscrivait sur la porte de son 
école : « Que nul n'entre ici, s'il n'est géomètre. » Et 
Pascal disait qu'entre deux écrivains on distingue tou- 
jours celui qui a de la géométrie. Leibnitz s'écrie aussi : 
« Sans les mathématiques, on ne pénètre point au fond 
de la philosophie; sans la philosophie, on ne pénètre 
point au fond des mathématiques ; sans les deux, on ne 
pénètre au fond de rien (1). On exigeait, il y a trente 
ans , que les candidats à Tagrégation de philosophie , 
fussent bacheliers ès-sciences, et on l'exige encore doré- 
navant (2); mais ce n'est pas assez. On devrait leur 
demander quelque chose de plus^ et souhaiter que pas un 
philosophe présent ou futur, n^ait lu et relu vingt fois un 
traité complet d'algèbre et de géométrie, avant de se 
mettre à professer et à écrire. On ne verrait plus, comme 
dans ces dernières années, se produire effrontément , 
sous forme de définitions mathématiques, des principes 
de morale individuelle ou sociale, qui n'ont de géomé- 
trique que l'apparence et dont la naïveté égale l'outre- 
cuidance. 

Pour que l'élude de la géométrie conduise l'esprit 
d'un pas assuré au double but qui vient d'être indiqué, 
il ne suffit pas qu'elle contienne un ensemble plus ou 
moins parfait de vérités qui soient démontrées sans 



(1) Voy. Leibnitz, Nouveaux Essais sur VE^itend. 

(2j Voy. Bulletin de Vlnstruction publique, n« 207, année 1869. 
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pétitions de principes, ni ^cercles vicieux : il ne suffit pas 
non plus que toutes les propositions, qui se rapportent au 
même objet, y soient groupées et ordonnées de façon 
à former des théories bien établies et bien distinctes. Il 
faut encore, pour que Tesprit puisse profiter autant que 
possible d'une semblable étude, que toutes les théories y 
soient enchaînées avec méthode et que cette méthode 
soit naturelle, c'est-à-*dire que les théories les plus sim- 
ples y soient présentées les premières, et que les plus 
compliquées trouvent leur place à la suite des premières, 
sans que^ dans aucun cas, les démonstrations soient en- 
tachées de fautes contre le raisonnement. 

Les vérités géométriques présentées dans un ordre natu- 
rel pénètrent aisément dans Tintelligence de l'homme ; en 
y pénétrant ainsi, elles y produisent peu à peu comme une 
lumière qui Téclaire d'une vive clarté, et qui lui permet 
d'apercevoir sans aucune peine les vérités de détail et d'en- 
semble les plus difficiles à saisir ; sans compter qu'il esc 
très-utile de s'habituer à ranger toujours ses pensées, 
quelles qu'elles soient, dans un ordre naturel. 

« On peut dire même, avec Pascal, que ce qu'on a su 
une fois, pour en avoir pénétré la vraie raison, ne se re- 
tient pas par mémoire, mais par jugement, et que cela 
devient tellement propre qu'on ne peut l'oublier ; au lieu 
que ce qu'on ne sait que par des démonstrations qui ne 
sontpoint fondées sur des raisons naturelles, s'échappe ai- 
sément, et se retrouve difficilement quand il nous est une 
fois sorti de la mémoire, parce que notre esprit ne nous 
donne point de voie pour le retrouver (1). » 

Cela explique, en partie, comment il se fait que des 

(l) Voy. Logique de PorURoyal, 4' partie, chapitre x. 
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hommes ayant à peine quitté le collège, oublient tota- 
lement les vérités théoriques qu'ils y ont apprises, et 
pourquoi ces mêmes hommes, se retournant à certains 
moments contre l'Université, se prennent du désir subit 
d'en changer le régime de fond en comble, et d'y suppri- 
mer brusquement tout ce qui ne doit pas laisser de trace 
sensible dans la vie pratique. Certainement, l'enseigne- 
ment n'est pas parfait dans le meilleur des collèges; mais 
tout homme impartial et éclairé, qui voudra s'en enquérir, 
sera obligé de reconnaître que, tel qu'il est organisé 
actuellement dans les lycées de France, l'enseignement 
classique est éminemment propre à développer ces con- 
naissances générales, nécessaires, qui doivent former le 
fond de toute éducation sérieuse. A une condition, sans 
doute ; à la condition que les études du lycée ne soient 
pas précipitées, écourtées, escamotées, comme cela arrive 
souvent, et qu'une année de vraie philosophie leur serve 
de couronnement. 

Les souvenirs d'élève sont ici d'accord avec l'expé- 
rience du professeur. En effet , qui ne cc.nnaît ce 
mot d'un élève de l'Ecole polytechnique, aujourd'hui in- 
génieur des ponts-et-chaussées ? Admis très -jeune à 
l'Ecole et dans un bon rang, il se maintenait dans sa 
position à force de travail et gémissait des avantages 
que la nature semblait avoir accordés, sous le rapport de 
l'esprit, à quelques-uns de ses camarades. «Ah! disait^-il, 
je donnerais volontiers mon titre d'élève et mes deux 
années d'école , pour une année de philosophie ! » Quel 
magnifique éloge de la philosophie du collège dans ces 
deux mots ! 

La première question à résoudre et la plus importante 
pour arriver à une méthode vraiment naturelle, dans 
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rétude de la géométrie, est sans contredit celle des rf^/ï- 
nitions. Une bonne définition est pour Télève une sorte 
de principe auquel il peut recourir à chaque instant ; c'est 
un flambeau qui lui permet de suivre un raisonnement 
dans tous ses détours. Si le principe n'est pas solide, si 
le flambeau l'éclairé mal, il tombe inévitablement dans 
l'erreur; et Ton ne saurait nier qu'il soit plus facile de 
raisonner juste sur un principe bien établi^ que de recon- 
naître l'excellence de ce principe. 

La mauvaise confection des définitions ou leur absence 
dans les leçons de géométrie, entretient d'ailleurs entre 
rélève et le maître une sorte de mésintelligence , qui 
éclate presque toujours par des confusions çtranges, ou 
par d'incroyables découragements. Avec un peu d'ordre 
logique et beaucoup de précision dans le choix des défi- 
nitions, le professeur peut prévenir ces confusions, épar- 
gner ces découragements, même aux esprits mous et 
faibles, dont l'activité sommeille sur les bancs du lycéq, 
et diminuer ainsi singulièrement le nombre des fruits 
secs de la science, qu'on rencontre encore dans les der- 
nières années d'études classiques. 

Sans doute, pour que l'œuvre de l'enseignement soit 
complète , pour que le triomphe du bien sur le mal soit 
complètement assuré, les leçons du maître, si raisonna- 
ble qu'il soit, ne suffisent pas; il faut qu'il s'établisse en 
même temps dans l'âme du jeune homme, un certain ordre 
moral qui aille en se perfectionnant jusqu'à la fin ; il taut 
que le développement du cœur marche parallèlement à 
celui de l'esprit. Ce développement du cœur est dû sur- 
tout à l'action de la famille ou de son représentant ; c'est 
l'éducation proprement dite. L'éducation proprement dite 
est le complément nécessaire de l'enseignement; elle lui 
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vient en aide très-refficacement, sans pouvoir y suppléer, 
mais aussi sans que rien puisse la remplacer. Il serait à 
souhaiter que cette vérité fût bien entendue une fois pour 
toutes, et que chacun sût exactement la part de respon- 
sabilité qui lui revient dans la grande question de l'édu^ 
cation française. 

On s'est proposé particulièrement, dans cet Essai, de 
rechercher et de faire connaître, sous forme de règle, les 
qualités d'une bonne définition, tant générales que parti- 
culières, et d'appliquer cette règle aux principales défini- 
nitions de la géométrie élémentaire. Ce n'est pas le der- 
nier, mais le premier mot de la question, qu'on peut 
espérer d'y trouver ; car, il n'est pas douteux que d'autres 
géomètres pourront, avec autant de facilité et avec plus 
d*autorité, faire une application semblable de la même 
méthode aux diverses branches des mathémathiques. 

Toutefois il importe, pour bien apprécier les qualités 
d'une définition géométrique, et pour se fendre parfaite- 
ment compte de Tétude élémentaire qu'on en fait ici, 
d'avoir présentes à l'esprit les notions mêmes de géomé- 
trie qu'on acquiert au collège. Ces notions se trouvent 
résumées dans le chapitre suivant, pour les personnes qui 
les auraient oubliées : il est clair que la plupart des lec- 
teurs n'auront aucun besoin de jeter les yeux sur ce 
chapitre. 



CHAPITRE II 



Géométrie dn Collège 



La Géométrie du Collège se divise en deux parties : 

oéOMETRIB PLANE et GÉOMÉTRIE DANS l'ESPACE. 

La r* partie a pour objet les propriétés de la ligne 
droite, du cercle, et^ en général, celles des figures à deux 
dimensions. La 2* partie a pour objet les propriétés de 
quelques figures solides, c'est-à-dire à trois dimensions. 

Au XVir siècle, on se contentait dans les collèges 
d'enseigner la 1'* partie, c'est-à-dire la géométrie à deux 
dimensions, et on laissait aux élèves le soin d'étendre 
aux figures à trois dimensions les propositions démon- 
trées dans la géométrie plane (1). Etait-ce suffisant pour 
décider les élèves d'alors à apprendre la géométrie dans 
l'espace? On aurait mauvaise grâce à en douter. 

Aujourd'hui les deux parties de la géométrie sont dans 
l'enseignement classique; seulement la première a été 
réduite à ce qui est strictement nécessaire pour étudier 
la seconde, et ce n'est pas un mal. Bien que toutes les 

(1 Voy. Géométrie de Port-Royal, 40* vol. des œuvres d'Arnaud. 

2 
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figures de la géométrie soient de pures abstractions, 
celles qui ont trois dimensions sont plus faciles à conce- 
voir que les autres, puisqu'elles sont plus près de la 
réalité. L'étude de la géométrie dans l'espace est donc 
moins abstraite que celle de la géométrie plane ; d'où il 
résulte que le programme actuel de la géométrie élémen- 
taire convient, pour l'enseignement, à beaucoup plus 
d'esprits que celui de Port-Royal, qui ne s'adressait qu'à 
un petit groupe d'élèves, complètement préparés d'ail- 
leurs à ces leçons par de longues et fortes études anté- 
rieures. La géométrie, grâce à l'introduction de la 2* par- 
tie, s'est vulgarisée dans l'enseignement, au moins autant 
si ce n'est plus que toutes les autres sciences. 

« Ce serait un travail intéressant pour l'histoire de la 
science, disait S.-F. Lacroix, en 1804, que de comparer 
successivement les traités élémentaires qui ont obtenu 
dans leur temps un succès marqué, et d'en tirer en quel- 
que sorte la chronologie des propositions. On retrouve- 
rait ainsi l'origine de quelques propositions qui ont été 
oubliées pendant un certain temps, et qui ont reparu 
depuis comme nouvelles ; on apercevrait même quelque- 
fois des pas rétrogrades, parce que la mode ou des cir- 
constances particulières dans la position d'un auteur peu- 
vent, jusqu'à un certain point, donner de la vogue à ses 
ouvrages, ou les condamner à l'obscurité : les éléments 
de géométrie fourniraient en ce genre des remarques 
piquantes. » 

Ces remarques piquantes, que Lacroix • indiquait en 
1804, n'offriraient pas un médiocre intérêt aujourd'hui, 
l'excessive centralisation du gouvernement tendant de 
plus en plus à faire de Paris comme le cerveau de la 
France. 
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Résumons d*abord la géométrie plane, ainsi réduite au 
strict nécessaire qu*il faut apprendre pour étudier les 
figures à trois dimensions. 



Géométi^ie plan6. 

Ija logique la plus élémentaire commande dans la géo- 
métrie plane deux grandes divisions : celle des lignes et 
celle des surfaces. 

La première de ces divisions comprend, au point de 
vue élémentaire, trois />ar/tes; 

1"" Propriétés de la ligne droite ^ des angles et de$ 
paraUiles. 

2" Propriétés de la circonférence du cercle et des figtir 
res formées par la rencontre d'une circonférence avec une 
ligne droite^ avec un angle et avec des droites parallèles. 

3" Propriétés des polygones considérés en eux-^mémes et 
dans leurs rapports avec le cercle. 

Cette subdivision en trois parties n'a pas toujours 
obtenu la faveur officielle des programmes; plusieurs 
tentatives ont été faites pour mener de front, et dès le 
début, rétude de la ligne droite et celle du cercle (1). 
Heureusement ces tentatives ont échoué. , 

Sans doute, les propriétés élémentaires de la circonfé- 
rence du cercle sont aussi simples que celles de la ligne 
droite, et elles peuvent se démontrer directement^ c'est- 
à-dire indépendamment de celles de la ligne droite. Mais 
est-ce une raison suffisante pour placer au début de la 

(i) Voy. Program. offôeh de 1854, classe de logique. 
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science, et comme sur le même plan, Tétude de la cir- 
conférence qui, en définitive, est une ligne courbe, et 
celle de la ligne droite? 

Ne semble-t-il pas résulter aussi de l'étude compara- 
tive de la ligne droite et du cercle, que l'une est essen- 
tielle à l'autre jusque dans les premières propositions de 
la géométrie, tandis qu'il n'en est rien? Qui ne sait que 
les propriétés élémentaires de la ligne droite, des angles 
et des parallèles, sont tout à fait indépendantes de celles 
du cercle? Il est donc naturel de commencer la géométrie 
par l'étude de la ligne droite, et on doit s'attacher à 
dégager cette étude, autant que possible, de toute consi- 
dération étrangère de ligne courbe. C'est tout à fait 
contraire à la véritable méthode, dit l'auteur de la logi- 
que de Port-Royal, que de se servir du plus composé 
pour expliquer le plus simple. 

Il faut reconnaître que les partisans de cette réforme 
ont eu une très-louable intention, celle de simplifier la 
théorie des angles, qui passe pour difficile. Mais on ne 
doit pas oublier qu'il n'y a aucune corrélation naturelle 
entre les propriétés des angles et celles des arcs intercep- 
tés par les côtés de ces angles. Lorsque, dès la première 
leçon, on limite un angle par un arc dans le sens où son 
étendue est indéfinie, comme l'avait proposé d'Âlem- 
bert (1), on dispense l'élève de concevoir ce que c'est 
qu'un espace angulaire au delà de l'arc décrit du sommet 
comme centre ; on se débarrasse ainsi immédiatement de 
la difficulté qu'on rencontre au début, cela est vrai. Mais 
quel est l'esprit qui a jamais trouvé une difficulté à con- 
cevoir, et à concevoir aussi bien que ceux qui le conçoi- 

(1) Voy. d'Alembert. — Encyclopédie duXVIW siècle. 
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vent le mieux, ce que c*est qu'un espace indéfini compris 
entre le sommet d*un angle et les deux côtés de cet 
angle? S'il y a une difiiculté pour quelqu'un, elle est tout 
entière dans l'idée même de la ligne droite, qu'on définit 
par deux de ses points, et qu'on suppose toujours prolon- 
gée indéfiniment dans un sens et dans l'autre (car il n'y 
a pas un professeur qui ne se hâte d'en compléter la défi- 
nition par cette extension donnée au mot de ligne droite). 
C'est donc en quelque sorte une puérilité^ après avoir 
ainsi défini et expliqué la ligne droite, que de vouloir 
restreindre la signification du mot angle à l'espace com- 
pris entre son sommet, ses côtés et un arc : la difficulté 
est dissimulée aux yeux de l'élève, mais elle n'est pas 
vaincue, car l'élève qui ne voit pas la difficulté n'a pu la 
comprendre. 

Il est bon de remarquer, au contraire, que l^idée d'in- 
fini se présente tout d'abord et d'une manière nécessaire 
dans les trois premières théories élémentaires de la géo- 
métrie, sous la triple forme de ligne droite, d'espace 
angulaire et d'espace parallèle (1). « Je ne vois, comme 
disait Pascal, que des infinis de toutes parts, d Et vou- 
loir que cette idée soit écartée ou disparaisse complète- 
ment des premiers éléments de la géométrie, c'est tenter 
l'impossible. 

La seconde division de la géométrie plane comprend 
aussi trois parties, au point de vue élémentaire : 

V Aire (Tune figure polygonale, 

2° Aire (Tune figure circulaire. 

(ly Le terme d'espace parallèle était employa au XYII* siècle dans 
l'enseignement classique, pour désigner Tespace compris entre deux 
droites parallèles ; ce mot a été abandonné depuis, sans qu'on sache 
pourquoi. 
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y Aire cTtme /igure mixtUigne, c'est-d-dire terminée de 
toutes parts par des lignes droites ou circulaires. 

Mais ces trois dernières parties peuvent aisément être 
réunies en une seule, comme étant, au point de Tue 
purement élémentaire, moins considérables que les 
autres. On arrive ainsi à la division générale de la géo- 
métrie plane en quatre parties ou quatre livres, division 
qui est très-ancienne et qui est à peu près identique avec 
celle des programmes officiels. 

Cette division est naturelle, et doit être soigneusement 
conservée; tandis que toute division artificielle de la 
géométrie en leçons ou par numéros, doit être sévère- 
ment rejetée de l'enseignement classique (1). 



(Mométvic dam» l'oupaca. 

La géométrie dans l'espace comprend trois parties ou 
TROIS livres: 

P Propriétés du plan et de la ligne droite, des angles 
dièdres et des trièdres. 

2* Propriétés des figures polyèdrales: prismes y pyra- 
mides, etc. 

3" Propriétés des corps ronds: cylindre, cône et sphère. 

Cette division est conforme aux programmes oificiels 
et à la nature des choses. Il y a trente ans, l'étude des 
propriétés de la sphère était assez développée dans les 
classes pour qu'on en fit un livre à part; il y avait ainsi 
HUIT LIVRES dans la géométrie du collège; aujourd'hui. 

(1) Voy. Les Programmes officiels du plan d'étude» en 1854. et 
toutes les géométries malheureusement conformes à ces progpamf^^s. 
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grâce à la simplification de l'étude de la sphère, il y a un 
livre de moins , et l'on n'a plus en tout que sbpt livres 
de géométrie à apprendre au collège. 

Quant à l'ordre qu'il convient de suivre dans la subdi- 
vision de ces sept livres de géométrie, on devra préfé- 
rer celui qui permettra de conserver la plus complète 
analogie, non-seulement dans la succession des proposi- 
tions et de leurs énoncés, mais encore dans les démons- 
trations mêmes de ces propositions. Il est aisé de s'assu- 
rer que la disposition la plus favorable à ce développe- 
ment est à peu près celle qui est adoptée dans les 
derniers programmes ministériek, et il serait au moins 
superflu d'exiger d'eux une exactitude parfaite sous ce 
rapport la question est sans importance. 

Il n'en est pas de même des définitions géométriques ; 
leur perfection semble bien autrement importante que 
celle des détails et de la forme des différentes parties du 
cours de géométrie. Mais le programme officiel est très- 
sobre de définitions; à peine en trouve-t-on par-ci par-là 
une demi-douzaine. Ce n'est pas que le programme ait 
pensé, on se l'imagine bien^ qu'on puisse s'en passer, ni 
le moins du monde les négliger; mais il a voulu que cha- 
que professeur prît le soin de faire et de choisir ses défi- 
nitions. Le programme s'est comporté en sage, voilà tout. 



CHAPITRE III 



Ce que c'est qu'oDe déflDtUon géométrique 



On distingue, en logique, deux sortes de définitions : 
les définitions de choses et les définitions de noms (1). 

Dans une définition de chose, on laisse au terme qu'on 
définit son idée générale ordinaire, et on affirme que 
dans cette idée sont contenues d'autres idées. Exemple : 
Vhomme est un animal raisonnable. Voilà une définition 
de chose ; car, tout en laissant au mot homtne son idée 
générale ordinaire, on affirme que dans cette idée gêné* 
raie est contenue une autre idée, celle d^un animal rai- 
sonnable. Il peut se faire, bien entendu, que d'autres 
idées soient encore contenues dans celle d'homme. 

Une définition de chose n'est pas arbitraire, attendu 
qu'il ne dépend pas de vous ni de moi que telle ou telle 
idée soit contenue dans celle qui s'attache ordinairement 
à telle ou telle expression. Une définition de chose peut 
être contestée, car ce n'est rien autre qu'une véritable 
proposition dont l'exactitude peut être évidente comme 
celle d'un axiome, mais qui peut aussi n'être vraie qu'à la 
condition d'être démontrée rigoureusement. 

Dans une définition de nom, on n'a en vue que de faire 

(1) Voy. Pensées de Pascal. — De VEsprit géométrique. 



CE QUE c'est qu'une DEFINITION 25 

savoir que tel terme sera dorénavant le signe de telle 
idée, qu'on avait jusque-là l'habitude d'exprimer par 
plusieurs autres termes, ce qui est une économie de mots 
très-précieuse dans le langage : c'est ainsi qu'on est con- 
venu de désigner, en géométrie, par le mot polygone, 
une figure formée de plusieurs lignes droites qui se cou- 
pent deux à deux ; par le terme de parallélogramme, un 
polygone de quatre côtés qui sont deux à deux parallèles ; 
par celui de carréy un parallélogramme qui a un angle 
droit compris entre des côtés égaux. 

Les définitions de noms sont arbitraires, attendu qu'il 
est permis de donner à un mot la signification qu'on veut, 
pourvu qu'on vous en prévienne et qu'on lui conserve 
cette signification dans le même discours : par consé- 
quent, il n'y a pas lieu de contester à quelqu'un le droit 
de choisir telle ou telle définition, s'il s'agit d'une défi- 
nition de nom. 

Mais il ne faut pas non plus les confondre avec les 
défimHons de mots proprement dites, qu'on trouve dans 
les dictionnaires et qui .ont pour but de faire connaître la 
signification vulgaire, c'est-à-dire la plus usitée des mots 
de la langue. Ces définitions de mots ne sont que des 
explications, dans lesquelles l'auteur n'a d'autre tâche à 
remplir que d'indiquer Tacception la plus ordinaire avec 
les différentes acceptions particulières d'un mot, mais non 
pas les siennes propres. 

La distinction qui vient d'être faite de deux sortes de 
définitions est très-importante; elle est d'ailleurs très- 
radicale. Une définition de nom n'a jamais pour objet, 
comme plusieurs paraissent le croire, de ramener une 
notion quelconque à d'autres plus simples , en la décom- 
posant en quelque sorte dans ses divers éléments; au 
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contraire, le but unique d'une définition de nom doit être 
de réunir, sous un seul terme, plusieurs idées distinctes 
et séparées jusque-là, en vue de les introduire plus com- 
modément dans le discours et de les pouvoir combiner 
sans peine avec d'autres idées nouvelles. Toute formule 
d'une définition de nom suppose donc une opération de 
l'esprit dirigée en sens inverse de celle qui le conduit 
à une définition de chose. 

Dans le premier cas, l'esprit rapproche et groupe des 
idées à l'aide d'une véritable synthèse, et en fixe le résul- 
tat acquis par un mot; c'est la définition de nom. Dans 
le second cas, il décompose une idée générale en plusieurs 
autres et se livre à une sorte d'analyse ; c'est la défini- 
tion de chose. Mais il est clair que celui qui se' propose 
de décomposer une idée n'est pas maître d'en faire sortir 
autre chose que ce qui y est contenu ; tandis que celui qui 
rapproche plusieurs idées, dispose évidemment, jusqu'à 
un certain point, du choix, de l'arrangement de ces idées 
et surtout de l'expression qu'il adopte pour formuler le 
résultat de sa combinaison. Et Ton peut dire, en défini- 
tive, que les définitions de nom sont toutes personnelles, 
arbitraires et incontestables, et qu'il n'en est absolument 
rien pour les définitions de chose. 

Les définitions de la géométrie sont toutes des défini- 
tions de nom, telles qu'on vient de les expliquer, c'est-à- 
dire, grammaticalement parlant, des termes convention- 
nels par lesquels le géomètre se propose de remplacer, 
dans le discours, des périphrases plus ou moins longues. 
Il n*y en a pas une seule qui soit une définition de chose ; 
d'où il résulte cette conséquence que la plus grande lati- 
tude doit être accordée au géomètre dans le choix et dsuQs 
r usage des définitions. 



CHAPITRE IV 



Qualité» d'une déHnltlon géométrlqae 



Bien que les définitions géométriqaes soient des défi- 
nitions de noms, elles doivent satisfaire, poar être bonnes 
et acceptables, à certaines conditions générales qui con- 
viennent à toutes les définitions de noms et qui sont 
assez évidentes pour que personne ait jamais songé à 
les contester. 

Premièrement, il y a dans toutes les langues un cer- 
tain nombre de mots dont la signification est parftkite- 
ment connue, et dont il est permis de se servir comme 
représentant universellement des idées simples, c*est-à- 
dire des idées susceptibles d'entrer sans aucune explica- 
tion préalable dans une combinaison d'idées. C'est un 
appel au sentiment général de l'évidence. 

Secondement, une définition ne doit renfermer que des 
termes parfaitement connus ou déjà définis, de telle sorte 
qu'elle deviendrait une proposition évidente pour l'esprit 
le moins clairvoyant du monde, si l'on remplaçait tous 
les termes qu'on y emploie par ce qu'ils signifient, c'est- 
à dire par leur définition. 
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Troisièmement, il n*est pas permis de changer les 
définitions consacrées par l'usage , quand on n'y trouve 
rien à redire et que ce changement n'a d'autre motif que 
le bon plaisir. 

Quatrièmement, quand on est oblige de créer une 
nouvelle définition, il faut faire en sorte que le terme 
qu'on y applique ait, autant que possible^ une significa- 
tion conforme à l'idée générale que tout le monde en a, 
c'est-à-dire à son étymologie. 

Il est clair que si tout le monde connaissait la signi- 
fication exacte des mots techniques usités dans une 
science, toutes les définitions de nom qu'elle contient 
deviendraient de simples définitions de mots, et, grâce 
aux dictionnaires, seraient inutiles à rapporter dans les 
ouvrages. Quant aux définitions de chose, elles seraient 
à supprimer aussi comme étant de véritables proposi- 
tions, et le chapitre des définitions ne serait pas long. 
La nécessité des définitions provient donc uniquement de 
notre ignorance, et cette nécessité subsistera tant qu'il 
y aura des hommes à instruire. 

Les définitions géométriques doivent aussi posséder 
deux qualités particulières, qui ne sont pas moins néces- 
saires que les qualités générales indiquées plus haut, 
mais qui sont peut-être moins évidentes, et que, pour 
cette raison, il est utile d'expliquer. Autrefois ces condi- 
tions particulières se trouvaient exprimées, dans l'école, 
par cette formule qu'une définition doit convenir au 
défini et rien qu^au défini : c'est cette formule que nous 
allons préciser en la développant. 

La première qualité particulière et essentielle d'une 
définition géométrique est que la figure, qui doit être 
définie, soit une figure possible. C'est ainsi qu'il ne serait 
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pas permis d'appeler porallélogramme un polygone de 
quatre côtes qui sont deux à deux parallèles, s'il n'était 
d'ailleurs reconnu et démontré qu'une semblable figure 
est possible. C'est ainsi qu'avant de définir la perpendi- 
culaire, on commencera par démontrer qxx^onpeut mener 
par un point dune droite une autre droite faisant avec 
la première deux angles adjacents égaux. Or, pour démon- 
trer qu'une construction est possible, il suffit d'indiquer 
un moyen de l'exécuter, quelque soit d'ailleurs ce moyen ; 
par conséquent, il suffit d'imaginer qu'une seconde 
droite, d'abord couchée sur la première, s'en écarte en 
tournant autour d'un point commun aux deux droites, 
et en faisant, d'un côté, un angle qui va en augmentant, 
de l'autre côté, un angle qui va en diminuant. Si le 
mouvement de la droite qui tourne se prolonge suffi- 
samment, il arrive que le plus grand des deux angles 
devient le plus petit et inversement; donc, il y a une 
position de cette droite pour laquelle les deux angles 
adjacents sont égaux, ce qui caractérise précisément la 
perpendiculaire. 

Ce que nous rencontrons ici se présente dans toutes 
les définitions de la géométrie. Il n'y en a pas une, si 
simple qu'elle paraisse, qui ne suppose déjà une proposi- 
tion antérieurement démontrée ou évidente par elle- 
même. Dans les premières propositions on n'y prend pas 
garde, soit parce que les premières notions de la géomé- 
trie sont familières à tout le monde, soit parce que la 
possibilité de construire les figures définies est évidente; 
mais, lorsqu'on a fait quelques pas dans cette étude et 
surtout lorsqu'on aborde les propriétés des figures dans 
l'espace, il n'en est plus de même, et il devient indis- 
pensable de justifier chaque définition par une proposition 
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immédiate, si elle ne Test déjà |>ar quelqu'une des pFro* 
positions qui précèdent. Ainsi , pour n'en citer qu'un 
exemple, si l'on définit deux triangles semblables, ceux 
qui, ayant leurs angles égaux chacun à chacun, ont en 
outre leurs côtés homologues proportionnels, il est in- 
dispensable de démontrer que deux figures pareilles peu- 
vent exister, avant que d'en étudier les propriétés. C'est 
ce qui résulte de la proposition suivante : si ton coupe un 
trimigle quelconque par une droite parallèle à fun de ses 
cùiés^ on forme ainsi un autre triangle qui est semblable 
au premier. Toute définition géométrique suppose donc, 
pour sa justification, une proposition antérieure. 

Il faut distinguer soigneusement dans la géométrie ces 
sortes de propositions fondamentales, qui n'ont pas pré- 
cisément le même objet que les autres et qui servent de 
base aux définitions ; il faut qu'elles soient placées immé- 
diatement avant la définition qui en est la conséquence, 
ou qu'il soit bien entendu, si onles place après, que c'est par 
une pure économie de langage. Aussi doit-on blâmer for- 
mellement l'usage, très-répandu du reste, de placer toutes 
les définitions d'un Livre ou d'un Chapitre, au commen- 
cement du livre ou du chapitre, et, en quelque sorte, en 
dehors de toute justification. Ces définitions ainsi posées 
d'avance, sont pour l'élève autant d'énigmes, et il n y a 
rien que l'on puisse invoquer en faveur de cet usage, si 
ce n'est peut-être quelques considérations typographiques. 

I^ seconde qualité particulière que doit avoir une dé- 
finition géométrique, c'est que la figure définie soit 
unique^ c'est-à-dire que la définition donnée ne puisse pas 
convenir à plusieurs figures différentes. Mais s'il sufiit, pour 
démontrer qu'une figure définie est possible, d'indiquer 
un moyen de l'exécuter, quel que soit d'ailleurs ce moyen, 
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il ne suffit pas, pour démontrer qu'une âgure définie est 
unique, de faire voir que le moyen employé pour exécu- 
ter cette figure, n*en donne qu'une effectivement. Il faut^ 
en outre, ou bien démontrer qu'il n'y a pas d'autre moyen 
à employer pour construire la figure, ou bien prouver 
que tous les autres, s'il y en a d'autres, reviennent à 
celui qu'on a employé. Ce n'est qu'à cette condition qu'on 
aura acquis la certitude que la définition ne peut pas 
convenir à plusieurs figures différentes, ou, en d'autres ter- 
mes, que la figure définie est unique. Or, cette condition 
est évidemment remplie, si l'on parvient à établir, d'une 
manière indépendante du mode de construction qu'on a 
employé, qu'il n'y a qu'une seule figure à laquelle puisse 
s'appliquer la définition. 

Ainsi, pour démontrer qu'on ne peut élever en un point 
dune droite qu'une seule perpendiculaire à cette droite, il ne 
suffit pas de démontrer que, par le mode même de généra- 
tion qu'on emploie, il n'y a qu'une position de la droite mo- 
bile pour laquelle les deux. angles adjacents sont égaux; 
il faut abandonner l'idée de mouvement qui a servi à 
prouver l'existence d*une perpendiculaire, car il ne doit 
pas en rester de trace dans la démonstration de cette 
seconde partie de la proposition, et la question doit se 
poser ainsi : démontrer que par un point situé sur une 
droite on ne peut lui élever, quel que soit le moyen qu'on 
emploie, qiiune seule perpendiciUaire, Ou bien, comme la 
considération du mouvement qui donne la perpendicu- 
laire, dans le cas dont il s'agit, peut donner en même 
temps toutes les droites qui partent du même point, 
quelle que soit leur inclinaison, on pourra remarquer que 
tous les moyens propres à élever une perpendiculaire en 
un point d'une droite^ reviennent au même, par la consi- 
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dération du mouvement de rotation; et il suffira alors, 
mais seulement après cette remarque, de dire qu'il n'y a 
qu'une seule position de la droite en mouvement dans 
laquelle les deux angles adjacents soient égaux, pour 
qu'on soit en droit de conclure, que, par un point d'une 
droite, on ne peut élever qu^une perpendiculaire à cette 
droite. Mais il est plus facile, à coup sûr, de rendre la 
démonstration tout à fait indépendante du mouvement 
qui a servi à établir l'existence de la perpendiculaire. 

Ce qui précède se trouve mis en en lumière d'une ma- 
nière remarquable, à l'occasion d'une proposition bien 
connue de la géométrie plane. On démontre en effet, 
dans la théorie des parallèles, que, par un point situé hors 
(Tune droite, on peut mener une parallèle à cette droite , 
en construisant successivement deux perpendiculaires. 
Ce moyen de mener une parallèle à une droite, par un 
point situé hors de la droite, ne peut donner qu'une pa- 
rallèle passant par ce point; il est aisé de s'en con- 
vaincre. Mais il ne s'ensuit pas qu'on ne puisse mener par 
le même point aucune autre parallèle à la même droite, 
si l'on vient à adopter une autre procédé pour la cons- 
truction de cette parallèle. Il reste donc à démontrer, 
d'une manière indépendante du mode de construction quon 
a employé, que, par un point situé hors d'une droite, on 
ne peut mener qu'une seule parallèle à cette droite. C'est 
cette seconde partie de la proposition qui constitue le 
POSTULATUM des programmes officiels. 

Il existe, au contraire, une proposition analogue dans 
la GÉOMÉTRIE de l'espace, qu'ou peut démontrer sans le 
secours d'aucun postulatum ; cette proposition est ainsi 
conçue : par un point donné, on peut mener un plan paral- 
lèle à un autre plan, et Von n'en peut mener qu'un. Il suffit 
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de remarquer que par le point donné on ne peut abaisser 
qu'une perpendiculaire au plan, etque, par le poîntdonné, 
on ne peut élever qu'un seul plan perpendiculaire à la 
droite déjà menée. Comme il a été démontré d'ailleurs, 
que tout plan, parallèle au plan considéré et passant par 
le point donné, doit être perpendiculaire à la droite qu'on 
a menée, il en résulte qu'on peut conclure à l'ifnpossibi- 
lité de mener, par le point donné et quel que soit le 
moyen qu'on emploie, plus d'un plan parallèle au plan 
considéré. 

Dans toutes les branches des mathématiques, la re- 
marque précédente est susceptible d'une application ri- 
goureuse. On rencontre, au début de l'arithmétique, cette 
proposition : toute fraction dont les deux termes sont 
premiers entre eux est réduite à sa plus simple expression, 
c'est'-à'dire est irréductible. Cette proposition est-elle évi- 
dente? Elle le serait, si l'on pouvait démontrer aupara- 
vant qu'il n'y a qu'un seul moyen de simplifier une frac- 
tion, savoir de diviser ses deux termes par un même 
nombre. Mais, il y a un autre moyen bien connu de simr 
plifler une fraction, et qui consiste à retrancher de chaque 
terme un nombre convenablement choisi ; par conséquent, 
il est indispensable de démontrer ici, que toute fraction 
dont les deux termes sont premiers entre eux, est irré- 
ductible, quelque soit le moyen quon emploie, c'est-à-dire 
indépendamment de toute espèce de procédé de simplifi- 
cation. Cela ne fait de doute pour personne. 

De même, pour démontrer qu'on peut convertir en 
décimale une fraction ordinaire, lorsque son dénomina 
teur satisfait à certaines conditions, il suffit de faire voir 
qu'en appliquant le procédé ordinaire de la division à ses 

3 
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deux termes, ropération réussit; mais, si Ton veut prou- 
ver qu'une fraction ordinaire irréductible ne peut pas 
être convertie en décimale, lorsque son dénominateur ne 
satisfait pas aux mêmes conditions, il ne sufSt pas de 
faire voir qu'en appliquant le procédé ordinaire de la 
division à ses deux termes, l'opération ne réussit pas. 
Il faut quelque chose de plus ; il faut absolument démon- 
trer de ces deux choses l'une : ou bien que tous les pro- 
cédés possibles reviennent au procédé ordinaire de la 
division, ou bien que la chose est impossible, quel que 
soit le procédé qu'on emploie. C'est cette dernière pro- 
position qui se trouve habituellement établie sous la for- 
mule suivante : 

Pour que deux nombres soient divisibles l'un par f autre, 
il faut et il suffit que chacun des facteurs premiers du 
diviseur se trouve dam le dividende avec un exposant 
au moins égal à celui qu'il a dans le diviseur. 

Les deux qualités particulières qui doivent distinguer 
toutes les définitions géométriques, et qui sont dévelop- 
pées ci-dessus, sont nécessai7'es, c'est-à-dire qu'une défi- 
nition doit être rejetée, si elle ne remplit pas Tune et 
l'autre de ces conditions, absolument comme un théo- 
rème dont la démonstration n'est pas complète. Il faut 
ajouter que ces deux qualités particulières sont su/fi- 
santés, en ce sens qu'une définition qui les possède, si 
elle satisfait en outre aux conditions générales de toute 
définition de nom, est nécessairement bonne et accep- 
table . 

On ne comprendrait pas, vu la nature même des défi- 
nitions mathématiques, qu'on pût exiger, dans leur for- 
mation, d'autres conditions que celles qui ont été spéci- 
fiées plus haut comme particulières ou comme générales. 
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Sans doute, on voit bien que les définitions qui pos- 
sèdent les deux qualités particulières, sans avoir toutes 
les qualités générales, peuvent être regardées comme 
rigoureuses, sinon comme parfaites ; mais, il est manifeste 
aussi que la meilleure entre toutes sera évidemment celle 
qui, avec les deux qualités particulières, possédera les 
qualités générales en plus grand nombre et au plus haut 
degré. 

Rien ne serait plus facile même que de faire une clas- 
sification complète des mauvaises définitions et de formu- 
ler, à leur suite, des règles correspondantes qui permis- 
sent de les éviter. Mais Condillac Ta dit: « Les règles 
sont comme les garde-fous qu'on met sur les ponts; ce ne 
sont pas eux qui font marcher les voyageurs, seulement 
ils les empêchent de tomber. » 

C'est pourquoi nous nous garderons de mettre le lec- 
teur continuellement en présence du tableau des mau- 
vaises définitions ; nous l'inviterons, au contraire, le plus 
souvent possible, à contempler dans son ensemble et dans 
ses détails l'image des qualités d'une bonne définition. 
Cette contemplation du vrai sera pour lui agréable en 
même temps qu'utile; elle lui donnera le moyen, non-seu- 
lement de se défendre contre l'erreur, mais encore de la 
poursuivre et de la vaincre, dans toutes les sciences où 
la méthode géométrique est applicable. 



CHAPITRE V 



Double erreur de» Cfréemètre» 



D'après ce qui est exposé dans le chapitre précédent, 
on voit comment tombe d'elle-même l'erreur des géomè- 
tres qui soutiennent que les définitions n'ont pas besoin 
d'être démontrées. On lit, en effet, dans un récent traité 
d'Algèbre : « Il serait absurde de chercher à démontrer 
les formules (1) et (2); les définitions ne se démontrent 
pas. )) 

Une pareille assertion est fausse. 

Pour qu'une définition soit bonne et acceptable, il faut 
avoir démontré que cette définition est possible et unique, 
à moins qu'elle ne le soit évidemment (chap. IV). Une con- 
vention géométrique ou algébrique, qui est posée à priori 
et que rien ne justifie, sauf la fantaisie de son auteur, ne 
peut avoir aucune valeur logique; elle ne saurait être 
sérieusement d'aucun usage dans le raisonnement. Au 
contraire, si une convention est justifiée par ce qui pré- 
cède ou par ce qui suit, cette convention devient alors 
une véritable définition géométrique, et c'est cette justi- 
fication même, médiate ou immédiate, qui en forme la 
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démonstration. Mais, cette démonstration ne laisse pas 
que d*étre nécessaire, et Ton doit regarder comme une 
erreur de croire que les définitions ne se démontrent 
pas. n n'y a que celles qui sont évidentes par elles- 
mêmes qui puissent échapper à toute démonstration. 

Une erreur semblable, mais dans un sens opposé, a 
conduit certains géomètres à ne vouloir admettre dans 
une définition aucune condition superflue. Ces géomètres 
prétendent appuyer leur opinion sur ce que toiUe défini- 
tion doit convenir au défini et rien qu'au défini. Partant 
de là, disent-ils, une définition doit être telle que la 
figure définie soit complètement déterminée et rien de 
plus; donc, toutes les conditions qui ne sont pas essen- 
tielles à sa complète détermination sont superflues et 
doivent être bannies de la définition. Cette prétention 
exagérée est une erreur, qui a sa source dans une mau- 
vaise interprétation du principe que la définition doit 
convenir au défini et rien qu'au défini. Nous avons exa- 
miné plus )iaut (chap. IV) ce qu'on doit entendre par ce 
principe de logique, et nous avons reconnu que les seules 
qualités particulières que doit posséder une bonne défini- 
tion géométrique, sont : P que la figure définie soit pos- 
sible; 2" que cette figure soit unique. Le nombre des con- 
ditions qu*il est permis de faire entrer dans la définition 
d'une figure demeure donc absolument arbitraire ; rien ne 
s'oppose à ce que le nombre de ces conditions soit très- 
grand, et même aussi grand qu'on voudra. Citons un 
exemple, pour éviter de rester dans le vague des géné- 
ralités. 

Beaucoup d'auteurs définissent les triangles semblables, 
en disant que ce soiit ceux qui ont les angles égaux chacun 
à chacun et leurs côtés homologues proportionnels. Quel- 
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ques-uns faisant remarquer que^ si deux triangles ont 
leurs angles égaux chacun à chacun, leurs côtés homo- 
logues sont nécessairement proportionnels, ont crû bien 
faire que de définir les triangles semblables ceux qui 
ont leurs angles égaux chacun à chacun. D'autres, se fon- 
dant sur la remarque inverse et écartant la considération 
des angles, définissent deux triangles semblables à ceux 
qui ont les trois côtés proportionnels. Les uns font ainsi 
entrer trois conditions dans la définition des triangles 
semblables, les autres deux seulement; et il y a ainsi, 
dans la première définition que nous avons citée, deux ou 
trois conditions superflues (1). 

Mais, au point de vue de la rigueur, il suffit qu'un 
auteur justifie sa définition par une proposition fonda- 
mentale immédiate, si elle ne Test déjà par une propo- 
sition antérieure, démontrée ou évidente, pour qu'il soit 
en droit de la choisir comme il lui plaît. On peut donc 
adopter, en toute rigueur, Tune ou l'autre de ces trois 
définitions : seulement, la première et la derpière exi- 
geront pour leur justification un théorème spécial; quant 
à la deuxième, elle n'en exigera pas, parce qu'on a déjà 
eu l'occasion de rencontrer des triangles ayant leurs 
angles égaux chacun à chacun ; mais, dans la théorie des 
triangles semblables qui découlera de cette définition, il 
n'y aura pas pour cela une proposition de moins à démon- 
trer ; le nombre des propositions reste le même, quelle 
que soit la définition qu'on adopte ; l'énoncé et l'ordre 
des propositions seuls sont changés. 

(1) Une condition Be traduit ordinairement en géométrie par une 
égalité^ et on estime le nombre des conditions, dans un énoncé, par 
celui des égalités qui y sont exprimées. 
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Il faut remarquer toutefois que, si Ton est en droit de 
choisir celle qu'on veut de ces trois définitions, puisque 
toutes les trois possèdent les qualités particulières essen- 
tielles d'une bonne définition géométrique, il y a lieu de 
préférer la première aux deux autres, comme remplissant 
mieux les conditions générales auxquelles doivent satis- 
faire toutes les définitions de noms. L'idée de simiiùude, 
quand il s'agit de deux objets quelconques, ne porte pas 
plutôt sur les angles que sur les côtés de ces objets, mais 
bien sur l'ensemble de toutes les parties qui les compo- 
sent : c'est ainsi qu'il est naturel, dans la définition 
géométrique de deux triangles semblables, d'envisager à 
la fois les angles et les côtés, sans écarter la considéra- 
tion des uns ni celle des autres. La première des trois 
définitions citées plus haut, précisément parce qu'elle 
comporte un plus grand nombre de conditions géomé- 
triques, est donc préférable à toute autre, en ce sens que 
la signification qu'elle attache au mot semblable est plus 
conforme à l'idée générale que tout le monde possède de 
la similitude, c'est-à-dire à son étymologie. 

Le choix de cette définition entraîne forcément une 
grande analogie entre la théorie de l'égalité géomé- 
trique des triangles et celle de leur similitude : or, cette 
analogie doit être maintenue; car elle est naturelle, et 
les trois cas de similitude doivent correspondre exacte- 
ment aux trois cas d'égalité. Il est presque inutile d'ail- 
leurs de faire observer que la propriété des triaujgles, à 
côtés parallèles ou perpendiculaires chacun à chacun, 
n'est qu'un simple corollaire d'un des trois cas de simili- 
tude. 

Enfin, si l'on était obligé de n'introduire dans la défi- 
nition d^une figure aucune autre condition que celles qui 
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suffisent à la complète détermination de cette figure, on 
serait souvent conduit à des conséquences singulières. 
Il faudrait modifier la définition d'un polygone régulier, 
celles du prisme , du parallélipipède, etc., car chacune 
de ces définitions contient beaucoup de conditions super- 
flues ; il faudrait abandonner la définition ordinaire de 
régalité de deux triangles, car il suffit que deux triangles 
aient un angle- égal compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun, pour qu'ils soient superposables. Il en 
serait de même de l'égalité de deux figures quelconques, 
et enfin d'un très-grand nombre de définitions de la géo- 
métrie plane ou dans l'espace, que jamais personne n'a 
songé à critiquer, parce qu'elles sont, au point de vue 
de la logique, complètement satisfaisantes ; il suffit, en 
eff'et, qu'une définition géométrique possède les deux 
qualités essentielles que nous avons fait connaître, si elle 
satisfait d'ailleurs aux conditions générales de toutes les 
définitions de noms, pour qu'elle soit bonne et accep- 
table. 



CHAPITRE VI 



DéflBltl#Bs artlflclelles 



Il 7 a tout une classe de définitions qui sont nées de 
l'erreur signalée dans le chapitre précédent, et que Ton 
peut, à justre titre, qualifier de définitions artificielles. 
Elles se distinguent toujours par Tabsence de quelque 
condition naturelle, et par conséquent essentielle, ou 
par la présence de quelque condition qui n est point du 
tout naturelle, et qui, par suite^ doit être rejetée. 

Lies définitions artificielles ne peuvent engendrer que 
des simplifications apparentes et sont très-difficiles à lo- 
ger au fond de l'intelligence des élèves ; au contraire, une 
définition bien faite, outre qu'elle se retient et se retrouve 
aisément, conduit toujours l'esprit qui raisonne, par les 
voies les plus simples, à la découverte de la vérité ; car, 
ce n'est qu'en ayant sans cesse devant les jeux llordre 
logique des idées qu'on parvient à formuler une défini- 
tion vraiment naturelle. 

Qui n'a pas eu entre les mains ce manuel du baccalau- 
réat dont l'auteur, désireux d'abréger la théorie des pa- 
rallèles, définit deux droites parallèles celles qui en ren- 
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contrent une troisième en faisant avec elle des angles cor- 
respondants égaux? Sans doute, il lui est aisé de tirer 
comme conséquence de sa définition Tégalité des angles 
alternes internes, alternes externes, etc. Mais, il oublie 
qu'il est tenu p«r la logique de justifier sa définition, 
et cette justification exige la démonstration préalable 
d'un théorème équivalent à celui qu'il veut éviter, savoir : 
si deux droites font avec une troisième des angles corres- 
pondants égatix, les angles correspondants qu'elles forment 
avec toute autre droite sont aussi égaux, La difficulté, que 
l'auteur du manuel a voulu tourner, reste donc entière ; 
elle est seulement cachée aux yeux du lecteur inatten- 
tif ou trop peu clairvoyant, et la simplification qui en ré- 
sulte n'est qu'apparente. 

On ne saurait trop tenir son esprit en garde contre le 
désir de pareilles simplifications, qui ne sont qu'illusoires: 
ce sont de véritables erreurs, dont il est plus difficile de 
se garantir qu'on se l'imagine. Les programmes officiels 
ont introduit dans l'enseignement, il y a 15 ou 16 ans, 
un nouvel énoncé du théorème des parallèles rencontrées 
par une sécante; cet énoncé a été presque universelle- 
ment adopté parce qu'il semblait plus simple que l'énoncé 
classique de Legendre, composé de cinq parties. Le voici 
tel qu'il figure encore dans les programmes d'admission 
à l'école Polytechnique : lorsque deux droites parallèles 
sont rencontrées par une sécante, les quatre aiujles aigus 
qui en résultent so7it égaux entre eux, ainsi que les quatre 
angles obtus (1). Ce théorème est vrai ; mais la récipro- 
que en est fausse, à moins qu'on ne dissèque cette réci- 
proque en cinq morceaux. Cependant, on trouve dans un 

;i) Voj. l^Um d^ètudes des Lycées. Classe de mathém. spéciales. 
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traité récent et très à la mode, renoncé textuel de cette 
réciproque avec une démonstration au bout ; Fauteur du 
changement d'énoncé n'avait certes pas l'intention d'im- 
poser une erreur aux adeptes des programmes officiels. 

Un exemple très-remarquable de définition artificielle, 
c'est la définition des polyèdres semblables donnée par 
Legendre dans sa XV édition. Legendre définit d'abord 
les tétraèdres semblables ceux guiont deux faces sembla- 
bles chacune à chacune, semblablement placées et également 
inclinées entre elles; il dit ensuite, cotnme définition, que 
deux polyèdres sont semblables, lorsgu'ayant des bases 
semblables, les sommets des angles solides hors de ces bases 
sont détermifîés par des tétraèdres semblables chacun à 
chacun (1). 

De cette double définition, il tire relativement aux 
polyèdres les deux théorèmes suivants : 

P Deiéx polyèdres semblables ont les faces homologues 
semblables et les angles solides homologues égaux ; 

2" Deux polyèdres semblables petwent se partager en un 
même nombre de pyramides triangulaires semblables cha-- 
cune à chacune et semblablement placées. 

On ne peut rien objecter à cette théorie sous le rapport 
de la rigueur. La définition des tétraèdes semblables n'a 
pas besoin de justification nouvelle ; puisqu'on a appris, 
dans la géométrie plane, à construire sur une droite don- 
née un triangle semblable à un triangle donné, on pourra 
évidemment en construire deux dans des plans différents 
et ayant entre eux une inclinaison donnée. Celle des 
polyèdres semblables n'en a pas besoin non plus, car on 
peut toujours sur un triangle semblable à un triangle 

(I) Voy. Legendre, Eiéments de Qéométrie^hY. \h définit, et euiv. . 
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donné construire un, deux, trois tétraèdres respective- 
ment semblables à des tétraèdes donnés. 

Mais, au point de vue de la logique, on ne saurait ap- 
prouver ni Tune ni l'autre de ces définitions : première- 
ment, ridée générale que tout le monde se fait de la simi- 
litude de deux tétraèdres n'est point celle qui est réveillée 
dans l'esprit par la définition précédente, et l'on ne saurait 
regarder comme naturel de faire entrer, dans la définition 
de deux solides semblables, des conditions portant exclu- 
sivement sur un angle et deux de leurs faces, plutôt que 
sur les autres angles et les autres faces. Quant à la 
définition des polyèdres semblables, elle est entachée du 
même défaut et au même degré. Ces deux définitions sont 
donc purement artificielles, et doivent être remplacées 
par celles qu'on trouve dans les programmes officiels, et 
qui ne sont que l'extension des définitions analogues 
données dans la théorie des triangles et polygones sem- 
blables (1). 

D'ailleurs, ces définitions choisies par Legendre, et 
auxquelles quelques personnes tiennent beaucoup^ ne 
simplifient rien. L'auteur est obligé de démontrer, sous 
forme de proposition, que deux polyèdres semblables ont 
leurs faces semblables chacune à chacune et leurs angles 
solides homologues égaux ; et la démonstration de cette 
proposition, dans la théorie de Legendre, n'est ni plus 
courte, ni plus élégante que celle des propositions qui 
résultent de la définition des programmes : l'ordre seul 
des théorèmes est interverti. 

Mais, l'inconvénient principal qui s'attache au choix de 

(1) Voy. Plan d'Etudes des Lycées. -~ Classe de mathématiques spé- 
ciales. *- Pamm, 
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ces définitions, c^est qu'il détruit absolument l'analogie 
qui doit exister entre la théorie de la similitude des figures 
planes et celle des figures solides ; or, cette analogie doit 
être complète, non-seulement dans les définitions et dans 
Tordre des propositions, mais encore dans les démonstra- 
tions mêmes des théorèmes. 

« La conservation de l'analogie entre les parties d'un 
même traité, dit S.-F. Lacroix, est de la plus haute im- 
portance, puisqu'on même temps qu'elle aide la mémoire 
du lecteur, elle l'accoutume à généraliser ses idées. En 
efiet, depuis qu'on a cultivé la stéréotomie, on a remar- 
qué que la plupart des propriétés des lignes et des figures, 
tracées sur un même plan, n'étaient que des cas particu- 
liers de celles des lignes, des plans et des corps, considé-- 
rés dans l'espace ; et il devenu indispensable de traiter, 
autant qu'il est possible, dans le même ordre et par des 
moyens semblables, la partie de la géométrie où l'on n'a 
égard qu'à deux des dimensions de l'espace et celle où l'on 
embrasse les trois à la fois (1). » 

Cette observation de Lacroix est encore plus impor- 
tante aujourd'hui qu'il y a soixante ans, la géométrie 
analytique à trois dimensions étant entrée depuis cette 
époque dans l'enseignement classique. 

II est vrai que la définition des programmes ofiiciels 
renferme, en grand nombre, des conditions que nous avons 
nommées superflues (chap. Y), et qu'on pourrait se con- 
tenter de faire entrer, dans la définition des polyèdres 
semblables, l'idée de faces semblables et celle de dièdres 
égaux chacun à chacun, à la place de celle à'angles so- 

(1) Voy. S.-F. Lacroix. — Discours lu à la Société Pkilonmtique, 
an VI. 
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lides égaux; mais, encore une fois, il n*y aurait aucun 
avantage à adopter même cette minime restriction : nous 
avons reconnu quel* introduction des conditions superflues, 
dans une définition, est permise, et qu'elle devient une 
obligation, s'il s'agit de rendre une définition naturelle ; 
et l'on ne saurait nier que la définition des polyèdres 
semblables, qu'on trouve dans les programmes officiels, 
ne satisfasse complètement à toutes les conditions d'une 
bonne définition. 

Une remarque analogue à celle qui précède, peut trou- 
ver sa place dans la théorie des grandeurs proportion- 
nelles, telle qu'elle est proposée par quelques auteurs 
modernes. 

Le point essentiel de cette théorie est de présenter à 
l'élève la question sous une forme rigoureuse, et assez 
simple pour qu'il puisse aisément en retrouver la trace 
et le développement, dans toutes les circonstances sem- 
blables. Sous ce rapport, il est regrettable que quelques 
auteurs, s'écartant de l'idée naturelle des grandeurs pro- 
portionnelles, aient cherché à adopter et à préconiser 
une définition toute de fantaisie, dont la seule qualité 
consiste à changer l'espèce et le nombre des conditions 
qui se rattachent ordinairement au mot proportionnel. 

L'idée générale que tout le monde possède des gran- 
deurs proportionnelles , est exprimée par la défini- 
tion suivante, qui se trouve dans presque tous les traités 
d'arithmétique : 

a On dit que deux grandeurs sont proportionnel^ tune 
à l'autre^ lorsque deux valeurs quelconques de la pre- 
mière ont' le même rapport que les valeurs correspon- 
dantes de la seconde. La géométrie, la mécanique, la 
physique, font connaître des grandeurs proportionnelles 
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les unes aux autres. En arithmétique, on n'a» dans au- 
cun cas, pour objet de démontrer cette proportionnalité : 
on l'admet comme un fait qui sert à la solution des ques- 
tions relatives à ces grandeurs (1). » 

Le mot simultané, que quelques auteurs se plaisent à 
introduire dans cette définition, doit en être exclu; car, 
si ce mot fait image dans la définition, il n'y ajoute rien, 
et il peut donner à croire que la condition de simultanéité 
dans les valeurs correspondantes est essentielle, pour 
que les deux grandeurs dont il s'agit soient proportion- 
nelles, tandis que cela n'est pas : le temps n'entre- pour 
rien dans la proportionnalité de deux grandeurs. En vé- 
rité, il n'existe pas un seul exemple en géométrie, ni en 
mécanique, ni en physique, de deux grandeurs propor- 
tionnelles qui le soient simultanément ; cette condition 
de simultanéité doit donc être supprimée de la définition, 
non-seulement comme superflue, mais encore comme con- 
traire à la nature des choses, c'est-à-dire comme étant 
purement artificielle. 

La définition de deux grandeurs proportionnelles, telle 
qu'elle a été donnée plus haut, ne laisse rien à désirer, 
car elle comprend toutes les conditions naturelles aux- 
quelles doivent satisfaire deux grandeurs pour être pro- 
portionnelles ; elle suppose d'ailleurs connue la significa- 
tion du mot rapport, quelle que soit la signification qu'on 
attache à ce mot. Mais, pour faciliter les applications numé- 
riques qu'on peut faire des propriétés de deux grandeurs 
proportionnelles, on démontre, en arithmétique, le prin- 
cipe ou théorème suivant : 

(1) Voy. J. Bertrand, Traité d'Arithmétique, chap. XII. 
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ï Lorsque deux grandeurs sont telles que, si fune devient 
deuxy trois, quatre fois pliis grande ou plus petite, fautre 
devient aussi deux, trois, quatre fois plus grande ou plus 
petite, ces deux grandeurs sont proportionnelles. 

On en conclut qu'il suffit de reconnaître que deux 
grandeurs satisfont à la condition exprimée par ce théo- 
rème, pour être en droit d'affirmer qu'elles sont propor- 
tionnelles. Cependant, quelques auteurs ont proposé 
récemment de remplacer ce théorème par celui-ci, qui 
présente à un haut degré le caractère des définitions ar- 
tificielles : 

Deux grandeurs (de nature différente), sont proportion- 
nelles rime d l'autre, si à deux valeurs (quelconques, mais) 
égales (entre elles) de la première, répondent deux valeurs 
égales de la seconde, et si, de plus, à la somme de deux 
valeurs quelconques de la première, répond une valeur qui 
soit la somme des deux valeurs correspondantes de la se- 
conde. 

Avec un peu d'attention, on reconnaît sans peine que 
l'énoncé de ce nouveau principe, même débarrassé des 
termes inutiles qui l'encombrent, n'est pas plus simple 
que le précédent ; que la rigueur ne gagne absolument 
rien à ce que la somme de deux valeurs quelconques rem- 
place un multiple d'une valeur quelconque, attendu que 
la multiplication est un cas particulier de l'addition ; que 
l'idée de somme ne s'associe pas aussi naturellement que 
celle de multiple, à l'idée générale de rapport ou de 
grandeurs proportionnelles; enfin, que la démonstration 
du principe ainsi énoncé, si elle est complète, n'est pas 
plus facile ni plus courte que la démonstration vulgaire. 
Il est donc difficile de s'expliquer logiquement, que ce 
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second principe soit préféré au premier , pour un 
autre motif que le bon plaisir de son auteur. 

Quant à l'usage que Ton peut faire, soit de l'un, soit de 
l'autre, dans les Éléments de géométrie, en vue d'abréger 
les raisonnements propres à chaque question relative aux 
grandeurs proportionnelles, il est à souhaiter que cet 
usage puisse se répandre et s'implanter dans l'enseigne- 
ment élémentaire ; car, ce qu'il y a de général, dans les 
démonstrations relatives aux grandeurs proportionnelles, 
étant mis à part, il est certain qu'on distingue mieux en- 
suite ce qui est particulier à chacune d'elles. Cependant, 
on ne saurait méconnaître que l'esprit d'analogie manque 
à la jeunesse, même la plus studieuse, et que l'application 
d'un principe général est une chose toujours difficile pour 
un élève : cette difficulté augmente encore, si le principe 
général, qu'il lui faut appliquer et qui est, en définitive, 
la partie abstraite de, la démonstration, n a pas une forme 
simple, naturelle et brève, qui se prête aisément aux 
transformations. A ce point de vue, essentiellement pra- 
tique, on ne voit pas non plus quel avantage on peut reti- 
rer, même avec la meilleure volonté du mondes de l'in- 
troduction de ce nouveau principe dans l'enseignement 
de la théorie des grandeurs proportionnelles. 



CHAPITRE VII 



Ppemlèpe» défliiltl#ii» de la Géométrie 



On pense assez généralement que les mots volume, 
ligne et point, expriment des idées dont la simplicité va 
en croissant par degrés, dans Tordre où ils sont écrits. 
Ainsi, il semble à beaucoup d'esprits que Tidée de sur- 
face est plus simple que celle de volume, l'idée de ligne 
plus simple que celle de surface, et l'idée de point plus 
simple que celle de ligne. C'est pourquoi certains auteurs, 
peu soucieux du fond des choses, dont l'esprit est rem- 
pli outre mesure des idées d'application pratique, ont 
cru bien faire que de donner la définition du point en 
premier lieu, comme étant ce qu'il y a de plus facile à 
comprendre, et de définir ensuite la ligne au moyen du 
point, la surface au moyen de la ligne et le volume au 
moyen de la surface; d'autres, ayant quelques scrupules, 
l'ont fait en partie seulement, peut-être avec le regret 
de ne pouvoir aller plus loin. Cette manière de voir est 
une erreur, et c'est précisément le contraire qui est 
vrai: il suffit, pour s'en convaincre, d'analyser comment 
l'esprit acquiert successivement les idées de volume, sur- 
face, ligne et point. 



PREMIERES DEFINITIONS 51 

L'esprit conçoit d'abord, en partant de l'existence des 
corps et sans aucune abstraction nécessaire, ce que c'est 
que le volume d'un corps, en tant que c'est l'ensemble des 
parties de l'espace que ce corps occupe; puis, faisant 
abstraction de tout ce qui est intérieur au corps et le 
considérant seulement dans les parties qui sont en con- 
tact avec l'extérieur, il donne le nom de surface géomé- 
trique à l'ensemble de ces parties qui sont communes au 
corps et à l'espace environnant. L'esprit n'arrive ainsi à 
ridée de surface géométrique qu'après avoir fait une pre- 
mière abstraction se rapportant à toutes les parties inté- 
rieures du volume. 

L'idée de surface conduit de même l'esprit, au moyen 
d'une seconde abstraction, à celle de ligne; une ligne 
géométrique n'étant autre chose que l'ensemble des par- 
ties communes à deux surfaces qui ^e rencontrent. 

Pareillement, si l'on considère deux lignes qui se cou- 
pent, uniquement dans la partie qui est à la fois sur l'une 
et sur l'autre, et si l'on fait abstraction des autres parties, 
on arrive à l'idée du point géométrique. C'est donc par 
le moyen de trois abstractions successives que l'esprit 
parvient à concevoir et à définir le point mathématique. 

En résumé, les idées de volume, surface, ligne et point, 
sous le rapport géométrique, naissent dans l'ordre où ces 
mots sont écrits ; les définitions qui en découlent doivent 
donc se succéder dans cet ordre, et non pas dans l'ordre 
inverse. 

Il y a, il est vrai, une autre manière d'exprimer le 
même résultat, c'est de dire qu'une surface est la limite 
du volume d'un corps, une ligne la limite d'une surface, 
un point la limite d'une ligne (1). Donner ces définitions, 

(1) Voy. S.-F. Lacroix, Eléments de Géométrie, 3« ëdit. 1803. 
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c'est procéder rationnellement par une Série d'abstrac- 
tions, mais sans indiquer la nature de <;es abstractions. 
Ces définitions sont donc exactes au fond, lAais plus diffi- 
ciles à comprendre que les premières. 

On retrouve la même qualité avec le même défaut, 
mais à un plus haut degré, dans les définitions suivantes, 
qui sont cependant très-vulgaires: un volume est ce qui 
a trois dimensions, longueur, largeur et épaisseur (1 ) : 
une surface est ce qui a deux dimensions, longueur et 
largeur, sans épaisseur; une ligne est ce qui n'a qu'une 
dimension, longueur, sans largeur ni épaisseur. Il faut 
donc enlever à un volume, par la pensée, ses trois 
dimensions pour obtenir le point mathématique. Ces défi- 
nitions expriment d'une manière exacte, mais trop con- 
cise, ce que nous avons précisé un peu auparavant; elles 
ne spécifient rien 4'2iiH6urs sur la nature des abstrac- 
tions que l'esprit doit faire pour arriver au résultat. Or, 
on ne doit pas perdre de vue qu'un corps cesse d'exister 
réellement, si l'une de ses dimensions vient à disparaître : 
qu'il n'y a point efiectivement de longueur sans largeur, 
ni épaisseur, et encore moins quelque chose qui n'ait au- 
cune dimension. Le point, la ligne et la surface géomé- 
triques ne sont que de pures abstractions de Tesprit : 
le volume géométrique d'un corps peut se concevoir 
lui-même, indépendamment du corps dont il tient la 
place ; c'est donc aussi, au point de vue mathématique, 
une pure abstraction. Qu'est-ce donc alors que ce qui a 
longueur et largeur, et point d'épaisseur? qu'est-ce 
qu'une figure qui n'a aucune dimension? C'est ce qu'il 
est très-difficile de comprendre, si l'on ne s'est pas 

(1) Voy. Legendre. Eléments de Géométrie. 15« édit. 
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expliqué auparavant comment une pareille figure est 
possible, si Tesprit n'a pas été amené par degrés à faire 
une série d'abstractions déterminées et analogues à celles 
qui ont été indiquées plus haut. Dans le cas actuel, cha- 
cune de ces abstractions n'est autre chose que Topéra- 
tion dont il a été question dans le développement des 
qualités particulières que doit posséder une bonne défini- 
tion géométrique (chap. IV); chacune d'elles est une 
démonstration servant à établir que la figure définie est 
possible. 

Pour démontrer qu'une figure géométrique est pos- 
sible, il suffit, comme on Ta vu, de donner un moyen de 
construire cette figure; co moyen peut être très-mauvais, 
si Ton essaie de le mettre eu pratique, il peut être une 
simple opération de Tesprit, comme dans ces premières 
définitions de la géométrie; mais il faut que ce moyen 
soit donné pour que la définition se trouve justifiée. C'-est 
donc par un pur oubli de l'une des qualités essentielles 
que doivent posséder toutes les définitions géométriques, 
que certains auteurs, bien intentionnés d'ailleurs, ont 
cru pouvoir écourter ainsi les premières définitions de la 
géométrie. 

Rien n'empêche, d'ailleurs, de retourner après coup 
la série des idées qui ont conduit l'esprit à la découverte 
du point mathématique, et d'imaginer qu'un point se 
déplace dans l'espace. Ce point, dans son mouvement, 
produira une ligne ; la ligne en mouvement décrira une 
surface, et la surface un volume. 

Il est à noter qu'en général l'opération, qu'on indique 
pour démontrer qu'une figure géométrique est possible, 
n'est pas toujours la plus simple manière de construire 
cette figure. S'il arrive que la meilleure solution 
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logique soit aussi la meilleure solution pratique, tant 
mieux! mais, à coup sur, ce ne sera pas toujours 
ainsi, et souvent même le contraire se produira. 

Cola tient à ce que, dans la bonne pratique des choses, 
on doit mettre en jeu" tous les résultats obtenus, toutes 
les connaissances acquises sur le sujet en question, sans 
s'inquiéter de Tordre logique des idées; quelquefois 
même, la meilleure application pratique exigera le ren- 
versement complet de Tordre logique des idées qui ont 
conduit à faire cette application. Dès qu'il s'agit d'attein- 
dre un but pratique, le procédé le plus court est évidem- 
ment le meilleur; mais, pour justifier une définition pla- 
cée au début d'une théorie, il y aura toujours péril, au 
point de vue de la logique, à renvoyer le lecteur, comme 
l'ont fait plusieurs auteurs et notamment Clairant, à la 
solution d'un problème qui n'est donnée qu'à la fin de 
cette théorie. 

C'est sans doute en Tentendant de cette façon, mais 
en se trompant de mot, que des esprits sérieux ont 
osé dire tout haut et écrire tout au long qu'il y a 
deux espèces de logique, la logique théorique et la logique 
pratique, et que, dans l'enseignement classique, on doit 
tenir compte de la seconde comme de la première. En 
réalité, il n y a pas deux sortes de logique : tout ce qui 
n'est pas logique est illogique, et la meilleure manière 
d'arriver à une bonne pratique des choses, c'est d'ap- 
prendre parfaitement la théorie logique des idées. La 
distinction qui précède de la logique en deux espèces ne 
saurait donc aboutir, au point de vue de l'enseignement 
classique, qu'à un barbarisme prétentieux et vide de sens. 



CHAPITRE VIII 



Bélliiltion des lii^nes et sarfaces coarbes 



Les anciens géomètres avaient imaginé, pour résoudre 
les questions relatives aux lignes et surfaces courbes, de 
substituer à ces figures d'autres figures qu'ils savaient déjà 
comparer entre elles et qui pouvaient difiFérer des pre- 
mières d'aussi peu qu'on voulait. Ils cherchaient ensuite 
la relation entre ces nouvelles figures, qu'ils choisis- 
saient de la manière la plus commode, et, cette relation 
une fois trouvée, ils en déduisaient par analogie, induc- 
tion ou intuition, celle qui devait exister entre les figures 
considérées. Ce procédé naturel n'est autre chose, à 
proprement parler, que la méthode des limites. 

Pour compléter la question, pour en mettre la solution 
en quelque sorte à l'abri de toute attaque, ils démon- 
traient en outre que cette solution ne pouvait pas ne pas 
être la vraie ; cette dernière partie de la démonstration 
se faisait par la méthode connue sous le nom de rédtÂC- 
tion à r absurde. 

C'est ainsi qu'EucIide a prouvé que deux cercles quel- 
coîiques sont entre enx comme les carrés de leurs rayons. 
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Les géomètres modernes ont perfectionné ce genre de 
démonstration, en appuy|int le raisonnement sur un pe- 
tit nombre de principes généraux, dont l'ensemble forme 
la théorie des limites. Ils l'ont aussi simplifié, en le débar- 
rassant de cet appendice du raisonnement, où Ton réduit 
à l'absurde toute hypothèse contraire, ce qui est bon 
pour convaincre l'esprit, mais très-peu propre à l'éclai- 
rer, surtout si la proposition dont il s'agit est compli- 
quée. 

Cependant quelques esprits se sont fortement préoc- 
cupés, dans ces dernières années, du désir de simplifier en- 
core davantage les démonstrations propres à la mesure 
des lignes et surfaces courbes et d'augmenter encore, 
si cela est possible, la rigueur de ces démonstrations, 
ce qui constituerait un double et véritable progrès. 

La simplification s'est présentée d'elle même, en ce 
sens que la théorie des limites est entrée aujourd'hui dans 
l'enseignement classique de l'algèbre, et qu'on peut se 
dispenser d'en développer les principes dans les traités 
de géométrie. 

Quant à l'augmentation de rigueur, elle porte unique- 
ment sur cette considération que la longueur d'un arc de 
cercle ou d'une circonférence, l'aire d'un cercle, d'un cv- 
lindre, etc. ne sont pas des grandeurs que l'on puisse, à 
priori, introduire dans une démonstration, c'est-à-dire 
dans une comparaison avec des lignes ou des surfaces 
brisées, comme le firent Archimède et Euclide, comme 
l'ont fait Legendre et Lacroix, comme le conseillent 
encore les derniers programmes officiels. 

Tout le monde s'accorde, il est vrai , à reconnaître 
que la longueur d'une ligne droite n'est pas susceptible 
de définition, c'est à-dire que l'idée de longueur, quand il 
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s*agit d'une ligne droite, est une idée simple, qu'on doit 
introduire directement dans les considérations géométri- 
ques. Mais, diaprés quelques géomètres, il n'en est pas 
de même de la longueur d'une ligne courbe; et il est né- 
cessaire de ramener la notion générale de longueur à 
celle de la ligne droite, ainsi que la notion générale des 
aires à celle d'une aire polygonale, plane ou brisée, au 
moyen de nouvelles définitions dûqient justifiées. C'est 
ainsi que l'on a été conduit à formuler, dans les Eléments 
de géométrie, des définitions telles que celles-ci : 

« La longueur d'un arc de cercle est la limite vers laquelle 
tend le périmètre dune ligne brisée régulière inscrite dans 
cet arc, lorsqu'on fait croître indéfiniment le nombre de 
ses côtés, » 

Et en particulier : 

« La longueur dune circonférence est la limite vers la- 
quelle tend le périmètre dun polygone régulier inscrit, 
dont le nombre des côtés augmente indéfiniment, » 

Et de même : 

« L'aire latérale du prisme inscrit (à un cylindre) tend 
vers une limite fixe, indépendante de la loi suivant la- 
quelle les côtés de sa base tendent vers zéro; c'est cette 
limite que ton appelle Faire latérale du cylindre, » 

Cet énoncé est donné comme une définition. 

Et encore : 

« On appelle aire latérale d'un cône la limite de l'aire 
latérale d'une pyramide régulière inscrite, dont le nombre 
des faces crott indéfiniment. » On légitime cette défini- 
tion en montrant que la limite considérée existe et est 
indépendante de la loi suivant laquelle les côtés de la 
base de la pyramide tendent vers zéro. » 
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Et enfin : 

« Considérons un arc de cercle et une ligne brisée 
régulière inscrite ; tandis que Tare tourne autour d'un 
diamètre, la ligne brisée régulière engendre une aire, 
qui tend vers une limite indépendante de la loi suivant 

laquelle ses côtés tendent vers zéro C'est cette limite 

de l'aire engendrée par la ligne brisée régulière inscrite 
qu'on appelle aire de la zone àècviie par l'arc. » 

Ce procédé' d'ailleurs n'est pas nouveau. 

Dans un traité d'analyse, qui passe avec quelque 
raison pour le plus rigoureux et le plus exact des trai- 
tés de mathématiques, le procédé a déjà été mis en lu- 
mière, il y a une douzaine d'années, et d'une manière 
très-remarquabi e . 

L'auteur commence le chapitre relatif à la mesure des 
lignes et surfaces courbes par ces mots : « La notion de 
longueur est une de celles qui ne sont pas susceptibles 
de définition. » Ces mots se rapportent à la longueur 
d'une ligne droite; mais, quand il s'agit de la longueur 
d'une ligne courbe, il continue ainsi : 

La définition générale, au moyen de laquelle la no- 
tion de longueur est ramenée au cas de ligne droite, est 
la suivante : 

« La loîigiieur (Vun arc de courbe est la limite vers 
laquelle tend le périmètre d'un polygone inscrit dans cet 
arc et dont les côtés tendent indéfinimetit vers zéro. » 

L'auteur démontre que cette limite existe et est uni- 
que, à l'aide de la notion de tangente à un arc de 
courbe. 

Une définition analogue se rencontre pour l'aire des 
surfaces courbes. 

« Nous appellerons aire d'une portion de surface la 
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l'unité vers laquelle tend celle d'une polyèdre inscrit dont 
les faces sont infiniment petites dans tous les sens, » 

Il est encore nécessaire de démontrer que cette limite 
existe et est unique, quelle que soit la figure des faces 
du polyèdre et la loi de leur décroissement. 

L'auteur le démontre à Taide de la notion du plan 
tangent à une surface. 

Examinons si le choix de ces nouvelles définitions est 
conforme à toutes les règles, générales et particulières, 
qui ont été établies pour formuler une bonne définition 
géométrique. 



PHAPITRE )X 



Règle» générale» de la définition des ligne» 

et surface» coarbes. 



Sans doute, il ne faut pas oublier que les définitions de 
la géométrie sont absolument personnelles, arbitraires et 
incontestables (chap. III): cependant, sous le rapport des 
règles générales, on peut se demander si Ton ne cherche 
pas ici à définir des termes qui expriment des notions 
assez simples pour entrer, sans aucune explication préala- 
ble, dans une combinaison d'idées (chap. IV •. 

La longueur d'une ligne est une qualité particulière 
de cette ligne, qui est tout à fait distincte de la ligne 
elle-même, mais qui en est pourtant inséparable, de 
même que la surface d'un cercle est inséparable du cer- 
cle et le volume d'un cylindre inséparable du cylindre. 
On ne saurait concevoir, un effet, qu'une ligne puisse 
exister sans longueur, pas plus qu'une surface sans lon- 
gueur ni largeur, pas plus qu'un volume sans ses trois 
dimensions (chap. VII.) 

Il est vrai que la longueur d'une ligne, la surface d^m 
cercle et le volume d'un cylindre, existent ainsi à l'état 
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idéal ou théorique, et que cette idée ne prend une forme 
matérielle ou sensible que si Ton procède à la mesure de 
la ligne, de la surface ou du volume. Cette mesure se 
traduit alors nécessairement par une série d'opérations 
graphiques ou arithmétiques, qui peuvent aboutir, même 
dans le cas de la ligne droite, à un résulat non suscep- 
tible de s'exprimer par des nombres ; cela arrive toutes 
les fois que Tinfini se rencontre sous une forme quelcon- 
que dans la série des opérations. Mais, si lexactitnde des 
opérations f^raphiques trouve des bornes dans rinévitabie 
imperfection des instruments, si, par le calcul, nous ap- 
prochons indéfiniment de la longueur d'une courbe, sans 
jamais pouvoir lexprimer exactement, il n'en demeure 
pas moins vrai que nous atteignons, par la pensée, sans 
peine et d'un seul coup, cette limite qui n'est autre 
chose que la longueur de la ligne. 

Il est donc permis d'affirmer raisonnablement que la 
longueur d'une ligne courbe définie existe, même pour 
celui qui ne peut pas ou ne sait pas la mesurer. Il est 
permis de tenir pour certaine cette vérité, par exemple, 
qtie la longueur d'une ligne courbe est moindre que celle 
de telle ou telle autre, si cette vérité résulte de la double 
définition de la ligne droite et de la ligne courbe, et de 
quelque autre vérité déjà reconnue, sans qu'il soit néces- 
saire de trouver le nombre qui exprime la mesure ni de 
Tune ni de l'autre. Et l'on ne saurait établir de diffé- 
rence, sous ce rapport, entre la surface d'un rectangle, 
défini par sa base et sa hauteur, et l'aire d'un cercle dé- 
fini par son rayon : il y a tel rectangle dont la surface 
est évidemment plus grande ou plus petite que celle d'un 
cercle, ce qui implique forcément cette idée que, si l'on 
mesurait la surface du rectangle et celle du cercle, le 
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résultat trouvé pour la première surpasserait le résultat 
trouvé pour la seconde. Renverser les termes de cette 
affirmation est évidemment un contre-sens, au point de 
vue théorique de la définition. 

D'où Ton peut conclure que, si une ligne est définie 
convenablement, la longueur de cette ligne existe, par 
cela même que la ligne a été définie, et cette longueur 
est évidemment unique; en d'autres termes, la longueur 
de la ligne se trouve elle-même définie, sans qu'il soit 
besoin de ramener la notion de sa longueur à une autre 
plus simple (1), 

Secondement, si Ton est obligé de choisir une défini- 
tion, il faut faire en sorte que le mot qu'on emploie ait, 
autant que possible, une signification conforme à l'idée 
générale que tout le monde en a, c'est-à-dire à son éty- 
mologie (chap. IV). Or, l'idée que tout le monde se fait 
de la longueur d^in arc de cercle, n'est certes pas celle 
de la limite vers laquelle tend le périmètre d'une liqne bri- 
sée régulière inscrite dans cet arc, lorsquon fait croître in- 
définiment le nombre de ses côtés. C'est une manière de 
voir, qui est exacte sans doute, mais qui est trop peu na- 
turelle pour être prise comme définition. 

Lorsqu'il s'agit de l'enseignement élémentaire sur- 
tout, cela a de l'importance ; car, comme on l'a vu dans 
le chapitre II, en suivant l'ordre logique des idées, on a 
déjà plusieurs fois considéré la longueur d'un arc de 
cercle, avant d^aborder la question de sa mesure. S'il 



(1) Quelques classiques modenies ont écrit ou reproduit de con- 
fiance, sur ce sujet, des paragraphes entiers, qui sont remplis de 
contradictions dans les termes et dans les idées, et que nous recom- 
mandons aux élèves de lire avec attention. 
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y a nécessité d'envisager cette figure sous un point de vue 
nouveau, il faudra le faire, cela va sans dire ; mais que 
cette considération serve de texte à un théorème nouveau, 
comme le recommande toute l'économie des programmes 
officiels (1), et ne soit pas l'objet d'une nouvelle défini- 
tion. Autrement, vous courez le risque, presque certain, 
de jeter la confusion dans une série d'idées très-claires 
d'aileurs, et vous perdez en netteté ce que vous espériez 
gagner en rigueur. 

Si encore il résultait de cette manière de faire, un 
avantage notable pour la brièveté de la démonstration ! 
Mais il n'en est rien : la longueur du raisonnement, né- 
cessaire à la complète justification de cette nouvelle sorte 
de définition, éi^ale tout au moins l'étendue des démons- 
trations ordinaires de la géométrie. Il est aisé de s'en 
assurer, en examinant de plus près cette justification. 

Des professeurs très-distingués nous ont avoué qu'ils 
avaient de bonne foi cherché à adopter, dans leur ensei- 
gnement, cette manière de procéder ; ils se donnaient 
beaucoup de peine, se heurtaient à des difficultés conti- 
nuelles, et ont fini par reconnaître que l'introduction 
brusque de cette définition dans les éléments, n'était 
qu'un rouage de plus à faire mouvoir, c'est-à-dire une 
complication; or, ce qu'il faut à renseignement, c'est la 
simplicité. 

(1; Voy. Plaîi d'Etudes des Lycées, prog. 5, la noto. 



CHAPITRE X 



Règles partlcnllèreft de la délliiltloii de» lignes 

et ttarffaces eonrbe» 



La justification d'une définition a pour but de faire voir 
que cette définition satisfait aux deux conditions parti- 
culières d'une bonne définition géométrique (chap. IV\ 
Uans le cas actuel, cette justification comprend deux par- 
ties : 1° une partie, où Ton démontre quï/ existe une limite 
vers laquelle tend la longueur du périmètre d'une ligne 
brisée régulière inscrite à un arc de cercle, lorsqu'on 
fait croître indéfiniment le nombre des côtés ; 2° une par- 
tie dans laquelle on démontre que cette limite est unique. 

Le raisonnement habituel par lequel se trouve établie 
la première partie de cette justification, est le suivant : 

« Concevons (F abord qi^il ny ait que deux côtés dans la 
ligne brisée régulière inscrite à tare; puis supposons qu'on 
double le nombre des côtés^ une fois, deux fois, et ainsi de 
suite indéfiniment, de sorte que le notnbre des côtés soit 
txprimé par la formule 2° , n croissant indéfinimetit. Le 
périmètre croîtra constamment; et, comme on peut facUe- 
ment assigner une quantité finie au-dessous de laquelle il 
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reste toujours, il tendra évidemment vers une limité. 
Donc y etc. » 

Cette démonstration est-elle irréprochable ? De ce que 
le périmètre d'une ligne brisée régulière, inscrite à un 
arc de cercle, croît sans cesse et reste inférieur à celui 
d'une ligne polygonale finie, extérieure à l'arc considéré 
et terminée aux mêmes extrémités, peut-on conclure que 
ce périmètre tend vers une limite ? 11 suffit, pour s'en as- 
surer , d'appliquer à ce raisonnement le procédé, bien 
connu en logique, qui consiste à remplacer le terme limite 
dont on se sert ici, par la périphrase équivalente, dont 
ce terme tient conventionnellement la place. Or, on ap- 
pelle limite d'une quantité variable, une quantité constante 
dont la variable s'approche indéfiniment, sans jamais f at- 
teindre (1) , et il est aisé de reconnaître que, dans la dé- 
monstration précédente, cette qualité caractéristique 
d'une limite manque complètement. Il n'y est question 
d'aucune quantité constante dont la longueur du périmè- 
tre s'approche indéfiniment, mais seulement du périmètre 
d'une ligne brisée, extérieure à l'arc, qui est plus grand 
que celui de toutes les lignes brisées inscrites à l'arc, et qui 
ne peut mériter en aucune sorte la qualification de limite, 
telle qu'on l'entend ordinairement dans la géométrie. 

On peut aussi, pour vérifier la solidité de ce raisonne- 
ment, le retourner en l'appliquant aux périmètres des 
lignes polygonales circonscrites : on voit tout de suite que 
ces périmètres vont en diminuant constamment, sans 
qu'ils puissent cependant tomber au-dessous de la corde 
qui soustend l'arc considéré. Est-ce une raison suffisante 

{Ij Voy. Duhamel, Eléments de calcul infinitésimal, pag. 9 et 223. 

5 ' • 
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pour qu*on puisse conclure qu'ils tendent vers une limite ? 
Evidemment, non. 

Ce qu'il faudrait ici, c'est qu'on pût comparer la lon- 
gueur variable des périmètres des lignes brisées inscrites 
à une quantité constante, par exemple à la longueur de 
l'arc, et prouver qu'ils s'en approchent indéfiniment: 
mais, puisque la longueur de l'arc n'existe pas encore 
pour ceux qui ont adopté la nouvelle définition, cette 
comparaison est impossible, et il faut garder la conclu- 
sion qu'ils ont tirée pour ce qu'elle vaut, ou bien recon- 
naître qu'ils ont péché contre cette règle établie (ch. IV), 
qu'on ne doit employer dans les définitions, que des termes 
parfaitement connus ou déjà définis. De toute façon, la 
première partie de la justification, propre à cette nouvelle 
définition, demeure incomplète. 

La seconde partie de cette justification a pour but de 
démontrer que la limite est unique. Le raisonnement 
qu'on trouve dans les Eléments de géométrie, consiste à 
considérer deux polygones, l'un inscrit et l'autre circons- 
crit, d'un nombre n de côtés ; puis, deux polygones, l'un 
inscrit et l'autre circonscrit, d'un nombre n de côtés; et 
à faire voir que la limite / vers laquelle tendent les péri- 
mètres des deux premiers, lorsqu'on double indéfiniment 
le nombre de leurs côtés, ne peut être ni plus petite ni 
plus grande que la limite /' vers laquelle tendent les deux 
autres. Or, on reconnaît dans cette manière de raisonner, 
le fond même de la méthode de réduction à r absurde, 
telle que l'employaient les anciens, et on voit aussi que 
l'application en est faite à un principe général, abstrait, 
difficile, de manière à rencontrer tous les inconvénients 
que cette méthode peut présenter ; par conséquent , la 
seconde partie de la justification, propre à la nouvelle 
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définition, laisse aussi quelque chose à désirer. Et Ton 
peut dire, en résumé, qu'au point de vue de renseigne- 
ment élémentaire , la nouvelle définition d'un arc de 
courbe ne possède aucune des qualités, tant générales 
que particulières, d'une bonne définition géométrique. 

n est aisé de comprendre qu'une vérification, en tous 
points semblable, des règles établies dans le chap. IV, 
pourrait se faire sur les définitions modernes de l'aire 
d'une £one, d'un cylindre et d'un cône, et que cette téri-. 
fication nous conduirait à une conclusién identique. 



CHAPITRE XI 



Jrastifteatlon exacte de la déllnitloii dés llgiies 

et sarfaces coarbes. 



La définition des lignes et surfaces courbes, imaginée 
par les modernes, est susceptible d'une justification exacte, 
qui peut se réduire à des termes assez simples, lorsqu'on 
convient de la débarrasser des lemmes et scolies essen- 
tiels à son complet développement. Pour satisfaire à la 
première partie de cette justification, on commencera 
par inscrire au cercle un polygone régulier d'un nombre 
quelconque de côtés, et par lui circonscrire un polygone 
régulier semblable; puis on doublera une fois, deux fois, 
trois fois, et ainsi de suite, le nombre des côtés de cha- 
que polygone. On représentera ensuite par des nombres 
les périmètres des polygones circonscrits, ainsi que ceux 
des polygones inscrits, et on établira les trois points 
suivants : 

1* Les premiers nombres vont tous en diminuant, les 
seconds vont tous en augmentant. 

2" Tout 7wm6re de la première série est plus grand que 
son correspondant de la seconde. 

3" La différence entre deux nombres correspondants 
peut devenir aussi petite que l'on veut. 



DK8 lilGNBS KT SURFACES COURBES 69 

Dès rinstant que ces trois conditions sont remplies, 
il y a une limite commune pour ces deux séries de 
nombres, et cette limite peut être appelée, si l'on veut, 
longueur de la circonférence ou longueur de tare. 
Cependant, est-il évident que deux séries de nombres 
qui satisfont aux trois conditions énoncées tendent vers 
une limite commune? Quelques géomètres acceptent 
cette conséquence abstraite comme vraie, sans démons- 
tration (1). Mais, c'est à la condition de renoncer à 
ridée générale que réveille le mot limite. On appelle 
limite y il ne faut pas l'oublier, une quantité constante 
dont la variable peut s'approcher indéfiniment, sans 
jamais l'atteindre; ce qui suppose nécessairement une 
comparaison directe ou indirecte entre la limite et la 
variable. Or, dans le cas actuel, cette comparaison, 
même indirecte, n'existe pas; et il faut absolument, 
pour que la démonstration précédente* devienne rigou- 
reuse, qu'elle soit complétée, comme l'ont proposé 
plusieurs savants (2) ; voici ce complément : 

Considérons deux séries de nombres satisfaisant aux 
trois conditions énoncées ; supposons que ceux de la pre- 
mière série représentent des longueurs comptées, à partir 
d'une origine fixe, sur une droite, et que ceux de la 
seconde série représentent aussi des longueurs comptées 
sur la même droite, à partir de la même origine. Cette 
supposition est toujours possible, quelle que soit l'espèce 
de grandeurs que ces nombres représentent, pourvu que 
l'espèce en soit la même. 

(1) Voy J.-A. Senret, EL (JPArithm,^ 4« éd., p. 137. Briôt, Leç. nouv. 
<f Art/Am., 3« éd.. p. 196. Ch. Sinon, Précis c^Arithm.^ p. Id2. 

(2) Voy. E. Burat, Traité d^Arithm., pag. 202. Voy. J. Bertrand, 
Trait, éTArithm., chap. X. 
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Il resuite des trois conditions auxquelles satisfont ces 
deux séries de nombres, que : P les extrémités des lon- 
gueurs de la première série iront en se rapprochant de 
Torigine, tandis que les extrémités des autres s*en éloi- 
gneront de plus en plus ; 2** les extrémités des longueurs 
de la première série ne s'entremêleront jamais avec les 
e}(trémités des autres; S"* la distance qui sépare les extré- 
mités de deux longueurs correspondantes, dans Tune et 
l'autre série, deviendra aussi petite que Ton voudra. 

On conclut de là qu*il n'y a pas d'intervalle entre les 
deux régions de la droite sur lesquelles tombent les 
extrémités des longueurs de la première série et celles 
de. la seconde, et qu'entre ces deux régions il existe seu- 
lement un point, dont la distance à l'origine possède 
toutes les qualités requises pour être une /iRm«7« com- 
mune aux deux séries de nombres considérées. 

Pour satisfaire à la seconde partie de la justification^il 
suffit de faire voir que deux séries de nombres, remplis- 
sent les trois conditions énoncées, tepdent vers la même 
limite que deux autres séries de nombres^ remplissant les 
mêmes conditions.. Rien ne s'oppose ici à l'emploi de la 
méthode de réductiçn à l'absurde ; car, les nombres dont 
il s'agit étant assujétis, d^ns la démonstration, à repré- 
senter des longueurs rectilignes, on se trouve en pré- 
SjBnce d'une question spéciale, concrète et facile, dans 
laquelle la méthode de réduction à l'absurde ne souffre 
aujcune difficulté . , 

«' . • .. . ... . «... 

La définition de la longueur d'une ligne courbe se 
trouve ainsi justifiée d'une manière exacte et précise. 

•Cette justification. est très-générale; elle peut s'appli- 
quer mot à mot non-séulement à la définition de la lon-^ 
gdèùr d'un arc, mais encore à celle de l'aire d'une sur- 
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face courbe et à celle du volume d'un corps rond. Elle 
se réduit, d*ailleurs, à des termes assez simples, si Ton 
convient de la débarrasser du complément par lequel on 
démontre que deux séries de nombres, satisfaisant aux 
trois conditions énoncées, tendent vers une limite com- 
mune et unique. Mais ce complément, pour peu qu'on 
réfléchisse à la question, parait être indispensable. 

Au surplus, on ne saurait raisoniler en laissant, dans 
chaque cas particulier, les deux séries de nombres repré- 
senter, jusqu'à la fin de la démonstration, les grandeurs 
mêmes que Ton considère au point de départ, sans que la 
démonstration perdit toute sa simplicité et sa précision ; 
car, s'il est facile de suivre sur une droite les deux 
régions de cette droite, où tombent les extrémités des 
longueurs rectilignes comptées à partir d'une même ori- 
gine, il est difficile d'envisager de la même manière et de 
comparer entre elles les deux régions du plan ou de l'es- 
pace, sur lesquelles tomberaient des surfaces développées 
ou des volumes polyédraux. 

Remarquons, en terminant, que la justification qui 
précède revient à démontrer les deux points suivants : 
P un arc de courbe a une longueur, puisque cet arc peut 
être rectifié et que la chose est évidente pour une ligne 
droite ; 2* la définition de l'aire d'une surface courbe et 
celle du volume d'un corps rond peuvent se ramener à la 
définition de la longueur d'une ligne. C'est précisément 
en sens inverse qu'il faut s'attacher à suivre cet ordre 
d'idées, pour obtenir une simplification réelle dans les 
questions relatives à la mesure des lignes et surfaces 
courbes; on le démontre dans le chapitre suivant. 



CHAPITRE XII 



Méthode Eadidienne dans la mesure de» ligne» 

et »npffaces courbe» 



L'établissement des principales propriétés des lignes 
et surfaces courbes présente, dans la Géométrie élémen- 
taire, une difficulté d'un caractère spécial. Cette difficulté 
a été sentie par Euclide, et surmontée à grand peine par 
Legendre; les géomètres modernes ont vainement essayé 
de la tourner , parce qu'ils n'en ont pas assez attentive- 
ment étudié l'origine. L'origine de cette difficulté est 
tout entière dans la position même qui est assignée, dans 
les Eléments, aux propriétés des lignes et surfaces cour- 
bes. Ces propriétés, en effet, y sont démontrées presque 
toutes, en vue de la mesure d'une ligne ou de la quadra- 
ture d'une surface ou de la cubature d'un volume, et qui 
dit question de mesure dit question de calcul; en d'autres 
termes, question essentiellement pratique. Or, il ne faut 
pa§. oublier que, dans une question pratique, la meilleure 
solution, c'est-à-dire la plus simple, on l'a vu dans le 
chapitre VI, n'est pas nécesssairement celle qui est la 
plus conforme à l'ordre logique des idées. 
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La logique nous conduit, sans contredit, à placer la 
théorie des lignes ayant celle des surfaces, et celle des 
surfaces avant celle des volumes ; et l'on ne saurait ap- 
prouver ridée qui consisterait à déduire les propriétés 
des surfaces <^e celles des volumes, et celles des lignes de 
celles des surfaces. « La théorie des lignes proportion- 
nelles, dit S.-F. Lacroix, déduite de la comparaison des 
aires des triangles, comme dans les Éléments d*Euclide 
et dans quelques ouvrages modernes (1), constitue une 
espèce de désordre dont beaucoup de bons esprits ont le 
droit d*être choqués. » 

Mais, s'il s'agit de mesurer l'étendue de certaines fi- 
gures, il en est tout autrement. Comme cette mesure se 
traduit nécessairement par des opérations graphiques ou 
arithmétiques, en d'autres termes, par une opération 
pratique, les lois de cette mesure seront d'autant plus 
difficiles à établir, que la figure mesurée auraune existence 
plus abstraite. Il est certain d'ailleurs, qu'à l'idée de ligne 
géométrique, se rattache une abstraction de plus qu'à 
celle de surface, et deux de plus qu'à celle de volume 
(chapitre VII). Donc, on devra considérer, d'une manière 
générale, les principes relatifs à la mesure des lignes 
comme plus difficiles que ceux qui se rapportent aux 
aires, et ces derniers comme plus difficiles que ceux qui 
ont trait à la mesure des volumes ; et il pourra même 
arriver que, dans quelques-unes de ces questions prati- 
ques, la meilleure solution soit en contradiction appa- 
rente avec l'ordre logique des idées. C'est ainsi qu'on 
peut s'expliquer pourquoi la méthode élémentaire, choisie 
par Legendre comme la plus simple pour le calcul du 

[1) Voy. M. A. Blanchet, ElémenU de Géùmétrie, 3'^ édition, 1859. 
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nombre tt, est la méthode des aires (1), et pourquoi pres- 
que toutes les méthodes élémentaires ne valent rien dans 
les questions de calcul un peu difficiles. On voit aussi par 
là, comment la difficulté inhérente aux propositions, à 
Taide desquelles la mesure de la circonférence se ramène 
à celle des polygones inscrits ou circonscrits, n'est pas 
levée, mais seulement déplacée, par le choix d'une nou- 
velle définition ; cette difficulté en est totalement indé- 
pendante, puisqu'elle tire son origine de la position 
même qui est assignée à la question dans les Eléments 
de géométrie. 

iSi la difficulté de la mesure des lignes et surfaces 
courbes peut être diminuée, ce ne sera qu'en procédant 
comme le faisait Buclide^ c'est-à-dire en mettant en jeu, 
dans les lemmes relatifs à la mesure de la circonférence, 
la considération directe de la surface du cercle aussi bien 
que celle de sa circonférence, et, dans les lemmes de la 
mesure des corps ronds, la considération directe du vo- 
lume de ces corps aussi bien que celle de leur surface. 
On ne saurait sans doute approuver Euclide de s'être 
engagé trop avant dans cette voie, et d'avoir usé du 
même procédé dans des questions purement théoriques ; 
mais, sa remarquable sagacité est un exemple à suivre 
dansjtouies les questions de géométrie pratique. 

Voici comment devront procéder, en toute rigueur, 
ceulL qui admettent, avec Euclide, que la longueur d'un 
arc et l'aire d'un cercle sont suffisamment définies par 
la définition même de l'arc et par celle du cercle, pour 
démontrer, sans préliminaires d'aucune sorte, que la sur- 

(1) Voj. Legendre, Eléments de (jéoméirie, 15* édition, Ut. IV, 
Prop*. XIV et 8uiv. 
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face cTun cercle est la limite vers laquelle tend celle d'un 
polygone régulier, inscrit ou circonscrit au cercle, et dont 
le nombre des côtés augmente indéfiniment. 

Supposons qu'on ait inscrit à un cercle un polygone 
régulier d'un nombre quelconque de .côtés, et qu'on lui 
ait circonscrit un polygone régulier semblable. La difFé- 
rence des aires de ces deux polygones peut devenir aussi 
petite qu*on voudra, si l'on double indéfiniment le nombre 
de leurs côtés ; en effet, on a démontré antérieurement, 
que les aires de deux polygones réguliers du même 
nombre de côtés, sont proportionnelles aux carrés de leurs 
apothèmes, et l'on déduit facilement de cette propor- 
tion, que la différence des aires devient, comme celle des 
carrés des apothèmes, aussi petite que l'on veut, si l'on 
double indéfiniment le nombre des côtés de chaque poly- 
gone. Or, la surface du cercle (mesurée ou non) est évi- 
demment comprise entre les aires des polygones réguliers, 
inscrit et circonscrit, du même nombre de côtés, et quel 
que soit le nombre de ces côtés. Donc, si le nombre des 
côtés des deux polygones réguliers augmente indéfini- 
ment, les aires des deux polygones s'approchent indéfi- 
niment l'une de l'autre, et, à plus forte raison de la sur- 
face du cercle, sans pouvoir jamais l'atteindre ; en d'autres 
termes, l'aire de chacun des polygones réguliers a pour 
limite la surface du cercle auquel il est inscrit ou circons- 
crit. 

On en déduira comme corollaire que la circonférence 
d*un cercle est la limite vers laquelle tend le périmètre (fun 
polygone régulier, inscrit ou circonscrit au cercle, et dont 
le nombre des côtés augmente indéfiniment; autrement, la 
surface du cercle ne serait pas la limite de l'aire de ce 
polygone. 
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Un lemme analogue peut se démontrer ainsi » sans 
aucune difficulté, pour le volume des corps ronds (1), avec 
un corollaire semblable pour la surface des mêmes corps. 



(1) Voy., au surplus, nos Eléments de Héomètrie. 'S^ éd., pages 289, 
304,341. 



CHAPITRE XIII 



IMftHfttoift d'an maxIjnHm ci d'un mfiftljnHm. 



On dit, d'une manière générale, qu'une quantité 
variable a une valeur maximum ou minimum, si cette 
valeur est plus grande ou plus petite que celles qui la 
précèdent et qui la suivent immédiatement, etTimage 
la plus saisissante qu'on puisse donner de cette définition 
est celle d'une ligne courbe dont les points se rappro- 
chent d^une droite fixe pour s'en éloigner ensuite, ou 
inversement. Cette définition, qui est naturelle, n'a pas 
besoin de plus ample justification, car on rencontre au 
début du livre II de la géométrie des exemples nombreux 
(le grandeurs variables, pouvant satisfaire à la double 
condition qui sert à définir un maximum ou un minimum. 

Pour déterminer la valeur maximum ou minimum 
d'une quantité variable, il y a, au point de vue élémen- 
taire, deux marches différentes à suivre : la svnthèse et 
l'analyse. 

La synthèse ou méthode géométrique consiste à trouver, 
comme on le peut, et d'après les conditions mêmes expo- 
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sëes dans renoncé du problème, la valeur maximum ou 
minimum demandée, et à démontrer ensuite, en vertu 
des propriétés géométriques de la figure, que cette 
valeur est efiectivement plus grande ou plus petite que 
celles qui la précèdent et qui la suivent immédiatement. 

L'analyse ou méthode algébrique peut se résumer dans 
la règle suivante : choisissez une inconnue dont la quan- 
tité qui doit être, s^il y a lieu, maximum ou minimum, 
soit une fonction, et déterminez la valeur de l'inconnue 
pour laquelle cette fonction est égale à une grandeur 
arbitraire qu'on suppose donnée; la discussion de la 
solution du problème ainsi résolu fera savoir si la gran- 
deur arbitraire, qu'on suppose donnée, est assujétie à 
être choisie entre certaines limites, lesquelles se rédui- 
ront au plus à deux : ce sont ces deux limites, s'il y en 
a, qui sont le maximum et le minimum demandés. 

On peut faire à cette méthode algébrique une objec- 
tion, c'est que le maximum et le minimum qu'elle fournit 
ne sont pas exactement ce qu'ils ont été définis d'une 
manière générale ; on ne voit pas clairement, en effet, 
comment on peut, de l'existence d'une limite aux valeurs 
de la fonction qui correspondent à toutes les valeurs 
réelles possibles de la variable indépendante, conclure à 
l'existence d'une valeur de cette fonction, plus grande ou 
plus petite que toutes celles qui la précèdent et qui la 
suivent immédiatement. Il semble que la rencontre du 
maximum et du minimum, dans la discussion du pro- 
blème qu'on a résolu, soit toute fortuite et artificielle, 
ou, si Ton veut, qu'il y ait une espèce de lacune entre la 
définition générale et le résulat particulier donné par la 
méthode algébrique. 



. MAXIMUM ET MINIMUM 79 

Cette lacune peut être comblée, dans chaque cas, par 
un raisonnement qui consiste à s'assurer d posteriori que 
les limites trouvées pour la fonction, dans la discussion 
du problème, satisfont à la double condition qui sert à 
définir un maximum ou un minimum (1). 

Supposons, par exemple, qu'on soit conduit à chercher 
la valeur de x qui rend maximum ou minimum une fonc- 
tion de la forme suivante : 

ax* -{- bx -\- c 



à'x* -|- b^x -j- c' 

On posera et on résoudra, d'après la règle, l'équation : 

ûx* -\- bx -^ c 
û'x* + Vx + c' 

puis, on discutera la solution du problème qui se traduit 
par cette équation. Dans cette discussion, trois cas prin- 
cipaux peuvent se présenter, savoir : ô'* — 4 «'c' est 
nul; é'* — 4 «'c' est positif; b'^ — 4 a& est négatif. 

Dans le premier cas, on trouve pour x des valeurs 
réelles, si le terme bb' — 2 [ac' + ca') est positif, toutes 
les fois qu^on prend pour m une valeur plus petite qu'une 
valeur déterminée que nous appellerons m' ; cette valeur 
déterminée m' étant la plus grande qu'on puisse choisir 
pour m sans que la racine de l'équation cesse d'être 
réelle, on dit alors que m' est pour la fonction considé- 
rée une valeur maximum^ correspondant à une valeur x' 
de la variable qu'on calcule par la formule de résolution. 



(1) Voyez Le Conseiller de l'Enseignement pu6/tc,'du 15octobrè 1859. 
Voyez Joseph Bertrand, Traité c^ Algèbre, 3« édition, 1863, p. 353.' 
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Il est aisé de s'assurer que cette valeur m satisfait à 
la définition générale d'un maximum. En effet, si Ton 
suppose que x ait une valeur peu différente de x" et plus 
petite, la fonction considérée prendra, en vertu de sa 
continuité, une valeur peu différente de m\ mais plus 
petite^ car elle ne peut pas en prendre une plus grande 
sans que la valeur correspondante de x soit imaginaire ; 
si l'on suppose, au contraire, que x ait une valeur peu 
différente de x* et plus grande, la fonction prendra une 
valeur peu différente de m', mais plus petite, puisqu'elle 
ne peut pas en prendre une plus grande sans que la 
valeur correspondante de x soit imaginaire. Il en résulte 
que la fonction prend, pour cette valeur x' de la variable, 
une valeur m' plus grande que celles qui la précèdent et 
qui la suivent immédiatement. 

On trouvera de même que si le terme bb' — 2 {ac' -\- ca') 
est négatif, la fonction prendra, pour une certaine valeur 
de ar, une valeur plus petite que celles qui la précèdent 
et qui la suivent immédiatement. 

Chacune de ces deux valeurs de la fonction satisfait 
donc à la définition générale d'un maximum ou d'un 
minimum . 

Dans le second cas, la méthode algébrique ne donne 
pas de maximum ni de minimum, si les racines de l'équa- 
tion, qu'on obtient en égalant à zéro le trinôme placé sous 
le radical, sont imaginaires ou égales; attendu qu'on 
trouve pour x des valeurs réelles, quelle que soit la 
valeur qu'on choisisse pour m. Mais, si les racines du 
trinôme sont réelles et inégales, on trouve pour x des 
valeurs réelles toutes les fois qu'on prend pour m une 
valeur non comprise entre les deux racines m' et m" du 
trinôme; on dit alors que la plus petite m des deux racines 
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est, pour la fonction considérée, une valeu7* maximum et 
la plus grande m" une valeur minimum, correspondant 
à une valeur de la variable qu'on calcule par la formule 
de résolution. Or, il est aisé de s'assurer que ces deux 
valeurs m' et m" satisfont à la définition générale, Tune 
d'un maximum et l'autre d'un minimum; car, on peut 
répéter textuellement, en s'appuyant sur la continuité de 
la fonction, le raisonnement qu'on a fait dans le premier 
cas. 

Dans le troisième cas, la méthode algébrique ne donne 
pas de maximum ni de minimum, si les racines du trinôme 
placé sous le radical sont égales ou imaginaires, attendu 
qu'x)n trouve pour x des valeurs imaginaires, quelle que 
soit la valeur qu'on choisisse pour m. Mais, si les racines 
du trinôme sont réelles et inégales, on trouve pour x des 
valeurs réelles toutes les fois qu'on prend pour m une 
valeur comprise entre les deux racines m* et //i" du 
trinôme; on dit alors que la plus petite m' des deux 
racines est, pour la fonction considérée, une valeur mini- 
mum et la plus grande m" une valeur nmximum^ corres- 
pondant à une valeur de la variable qu'on calcule par la 
formule de résolution. Or, il est aisé de s'assurer que ces 
deux valeurs m' et trC' satisfont à la définition générale, 
l'une d'un minimum et l'autre d'un maximum ; car, on 
peut répéter encore textuellement, en s'appuyant sur la 
continuité de la fonction, le raisonnement qu'on a fait 
dans le premier cas. 

En résumé, pour justifier la définition d'un maximum 
ou d'un minimum, telle qu'on la prend accidentellement 
dans la théorie algébrique, il est indispensable de démon- 
trer, comme on vient de l'indiquer, que dans tous les 

6 
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cas OÙ la méthode élémentaire accuse l'existence d'un 
maximum ou d'un minimum , les valeurs obtenues par 
cette méthode satisfont à la définition générale, qui seule 
est vraiment naturelle. 



CHAPITRE XIV 



Déflniti*!» arfthméttqHe da n^iiibrc. 



Toutes les transformations ou opérations de l'arithmé- 
tique s'exécutant sur des nombres, il est clair que ces 
opérations ne peuvent avoir un sens précis et général qu'à 
la condition que le mot nombre y soit pris lui-même avec 
un sens précis et général. Mais, d'un côté, si la première 
idée que nous ayons du nombre nous vient de la pluralité 
d'objets de même espèce ou de la répétition du même phé- 
nomène, d'un autre côté, cette idée ne trouve son com- 
plet développement que dans la question de la mesure 
des grandeurs : un nombre est, dans toute la force du 
terme, l'expression du résultat de la comparaison d'une 
grandeur à une unité de même espèce. L'existence 
générale des nombres est donc subordonnée à l'opération, 
matérielle ou fictive, par laquelle se traduit cette compa- 
raison d'une grandeur quelconque à l'unité de même 
espèce. 

Examinons ce que peut donner, au point de vue élé- 
mentaire, cette comparaison, et bornons-nous à faire cet 
examen sous le rapport de la quantité, en laissant de côté 
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les rapports de position qui peuvent exister entre une 
grandeur et son unité. L'expression du résultat ne sera 
autre chose que la définition arithmétique du nombre. 

Sous le rapport de la quantité, il peut se présenter, 
dans la mesure d'une grandeur, trois circonstances dis- 
tinctes et pas davantage. 

Premièrement, la grandeur peut contenir une ou plu- 
sieurs fois exactement l'unité ; le résultat s'exprime par 
un nombre, qu'on nomme entier. 

Secondement, la grandeur peut contenir exactement 
une ou plusieurs fois une partie aliquote finie de l'unité, 
ce qui s'exprime par un nombre fractionnaire. 

Troisièmement, la grandeur ne contient pas exacte- 
ment une ou plusieurs fois l'unité, ni aucune partie ali- 
quote finie de l'unité; évidemment, cette circonstance ne 
peut pas se traduire par un nombre entier, ni par un 
nombre fractionnaire. On donne à l'expression de ce 
dernier résultat le nom de nombre incommensurable ou 
irrationnel. Il est d'ailleurs presque indifférent de savoir 
si ce mot est mal choisi et peut donner lieu à des équi- 
voques; l'important, c^est qu'il soit bien établi que ces 
circonstances diverses peuvent se présenter toutes les 
trois, dans la mesure des grandeurs. 

Or, il est de toute évidence que les deux premiers cas 
peuvent se rencontrer; quant au troisième, le raisonne- 
ment et l'expérience s'accordent à démontrer qu'il peut 
se rencontrer comme les deux premiers. 

Le raisonnement le démontre; car, l'esprit n'éprouve 
aucune difficulté à admettre, vu la continuité des gran- 
deurs mathématiques, que l'opération commencée, pour 
trouver la plus grande commune mesure de deux gran- 
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deurs, puisse se poursuivre indéfiniment (1). Sans doute, 
l'imperfection des instruments et d'autres obstacles 
matériels imposeront des bornes à cette recherche ; mais 
un effort d'esprit des plus simples nous permet d'étendre 
la vue au delà de ces bornes, et d'affirmer la possibilité 
de continuer l'opération, si loin qu'on la suppose prolon- 
gée. Or, si l'opération de la mesure d'une grandeur peut 
être, par la pensée, indéfiniment prolongée, l'expression 
fidèle du résultat de cette mesure ne saurait être un 
nombre entier, ni un nombre fractionnaire ; autrement: 
la plus grande commune mesure entre cette grandeur 
et l'unité se trouverait déterminée après un nombre 
limité d'opérations; donc, le troisième cas que nous avons 
signalé, dans la mesuredes grandeurs, peut se rencontrer 
aussi bien que les deux premiers. 

L'expérience le démontre aussi; il suffit de citer, 
à Tappui de cette assertion, le résultat auquel on est con- 
duit, quand on mesure la diagonale d'un carré avec le 
côté de ce carré pour unité, ou la diagonale d'un cube 
avec l'arête de ce cube pour unité, ou la circonférence 
d'un cercle avec le rayon du cercle pour unité. Mais, la 
première preuve, quoique résultant d'une simple concep- 
tion de l'esprit, est suffisante. Il y a donc bien trois 
sortes distinctes de nombres, sous le rapport de la quan- 
tité ; car, il y a trois sortes possibles de résultats à expri- 
mer, dans la mesure des grandeurs. 

D'un autre côté, il est hors Je doute que, si l'on réserve 
la qualification de nombre pour le cas où la comparaison 
d'une grandeur avec l'unité de même espèce aboutit aux 
deux premiers résultats, le troisième résultat ne mérite 

(1) Voy. Ch. Simon. Précis d* Arithmétique, page 117. 
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plus le nom de nombre, puisqu'il est absolument distinct 
des deux premiers, et l'on est en droit d'énoncer ce 
paradoxe : un nombre incommensurable n'est pas un 
pombre. De même, si l'on convient de dire qu'un nombre 
n'existe pas à moins qu'il ne soit composé d'unités ou de 
parties aliquotes finies de l'unité, on pourra soutenir 
avec raison que les nombres incommensurables n'existent 
pas. Cette formule est encore, comme la précédente, 
purement paradoxale. On pourrait aisément aller plus 
loin, dans cette voie, et dire aussi qu'îm nombre fraction- 
naire n'est pas un nombre. 

Mais, s'il est tout à fait contraire à Tesprit des mathé- 
matiques de restreindre la signification du mot nombre 
au premier sens de nombre entier , il ne l'est pas moins 
dépenser qu'un nombre n'a d'existence réelle qu'à la con- 
dition d'être une agrégation de parties aliquotes finies de 
l'unité. Un nombre est essentiellement, nous l'avons dit, 
l'expression du résultat de la mesure d'une grandeur; 
d'ailleurs, les trois circonstances que nous avons rencon- 
trées et rapportées plus haut, peuvent se produire indif- 
féremment, dans la mesure d'une grandeur, et ces trois 
circonstances sont distinctes les unes des autres. Il est 
donc nécessaire qu'il y ait, sous le rapport de la quantité, 
trois sortes correspondantes de nombres et pas davantage : 
P les nombres entiers; 2* les nombres fractionnaires ; 
3* les nombres incommensurables; ces derniers n'ayant 
d'autre qualité générale que celle d'exprimer la mesure 
d'une grandeur qui n'est pas un multiple de l'unité, ni 
d'une partie aliquote finie de l'unité, c'est-à-dire d'une 
grandeur incommensurable avec Funité. 

Remarquons que, dans la mesure des grandeurs, le 
cas qui se présente le plus généralement, toutes choses 



DU NOMBRE 87 

égales d'ailleurs , est précisément le dernier , tandis que 
les deux autres n*en sont que des accidents. L'existence 
des nombres incommensurables se trouve liée, en effet, 
à une propriété caractéristique des grandeurs mathéma- 
tiques, savoir: la continuité; tandis que les nombre^ 
commensurables, résultant tous de cette hypothèse parti- 
culière que l'opération entreprise pour la mesure d'une 
grandeur réussit après quelques essais, ces nombres sont 
indépendants de cette propriété. D'où l'on conclut que, s'il 
y a quelque raison d'enlever le nom de nombre à l'un des 
trois résultats, auxquels peut aboutir la mesure d'une 
grandeur, c'est plutôt aux deux premiers qu'au troisième 
qu'on devrait le faire. 

Toutefois, on ne saurait oublier que la continuité d'une 
grandeur est une propriété purement idéale, en ce sens 
qu'il n'y a pas, dans la nature, de grandeur qui soit 
matériellement continue. Cette continuité n'existe que 
dans l'imagination du géomètre, qui attribue, par la pen- 
sée, aux corps du monde extérieur des qualités parfaites, 
que ces corps n'ont pas ou qu'ils ont seulement à un très- 
faible degré, mais qui lui permettent de simplifier ses 
recherches et d'en généraliser les résultats. C'est pour- 
quoi, si l'on veut rester dans le véritable esprit de la 
genèse mathématique, il sera bon de tenir compte de 
cette observation dans la pratique de l'enseignement, et 
de graduer, comme on le fait dans beaucoup de théories 
géométriques, les difficultés de l'étude des nombres. 

On commencera l'arithmétique par l'examen des cir- 
constances les plus simples et qui se trouvent dans la 
nature. La nature nous offre des collections d'objets de 
même espèce et la répétition du même phénomène : telle 
sera l'origine de la première définition du nombre. 
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La définition du nombre, tirée ainsi deTidée de plura- 
lité et indépendamment de toute idée de mesure, sera 
maintenue jusqu'à ce que la question de la mesure des 
grandeurs nous oblige à formuler la définition d'une 
fraction. Les fractions seront encore appelées des nom- 
bres, car l'opération qui leur donne naissance comprend 
aussi, comme cas particulier, les nombres déjà étudiés 
auparavant; on les distinguera, d'ailleurs, les uns des 
autres par les épithètes d'entiers ou de fractionnaires. 

Enfin, si l'on envisage la question de la mesure des 
grandeurs d'une manière plus générale, on est obligé 
d'admettre que les nombres entiers et les fractions ne 
sont que des résultats accidentels dans cette opération, 
car il y a des grandeurs incommensurables avec l'unité. 
Or, le résultat de la mesure de ces grandeurs doit pou- 
voir s'exprimer par un nombre, si l'on veut que l'idée de 
nombre soit générale. De là, l'origine de toute une nou- 
velle classe de nombres, qu'on nomme incommensu7*ables, 
et qui représentent de la manière la plus complète l'ex- 
pression de la comparaison d'une grandeur quelconque 
avec l'unité de même espèce, sous le rapport de la 
quantité. 

Tel est aussi, à peu près, l'ordre méthodique qui 
ressort de la disposition adoptée dans les programmes 
officiels, pour l'enseignement classique des lycées de 
France (1). 

(1) Voyez Plan d^études, enseignement secondaire classique, 
programme 2. 
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Délliiltlaift partlcnllère du nambre 
Inc^mineiftsarable 



La seule qualité générale des nombres incommensu- 
rables est d'exprimer la mesure d'une grandeur incom- 
mensurable avec l'unité, c'est-à-dire d'une grandeur qui 
n'est pas un multiple de l'unité, ni d'aucune partie aliquote 
finie de l'unité. Est-ce à dire que cette qualité, qui cor- 
respond à une propriété des grandeurs, en quelque sorte 
négative, puisse suffire complètement aux besoins du 
calcul? En aucune façon. Cette qualité est satisfaisante 
au point de vue théorique de la définition générale des 
nombres incommensurables, en ce sens , que le mot in- 
cofnmensurahle, appliqué aux nombres, signifie un résul- 
tat possible et précis au même degré que les deux autres ; 
absolument comme il suffit, en géométrie, de définir 
d'abord et d'une manière générale, une ligne courbe, en 
disant qu'elle n'est ni droite, ni brisée. 

On peut même déduire de cette définition générale, 
certaines propriétés des nombres, incommensurables ou 
non, qui en dépendent exclusivement. Ainsi, par exemple, 
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si deux lignes égales sont incommensurables avec la 
même unité, les deux nombres qui exprimeront leur lon- 
gueur sont égaux; de même, si Tune est plus grande que 
Tautre, Tun des deux nombres est plus grand que l'autre ; 
si l'une est un multiple ou une partie aliquote de Tautre, 
il en est de même des deux nombres. Rien ne s'oppose 
même à ce qu'on puisse, dans la pratique, renverser les 
termes d'une semblable proposition et affirmer que, 
si deux nombres exprimant la mesure de deux grandeurs 
faite avec la même unité sont reconnus égaux, les deux 
grandeurs dont il s'agit sont égales, sous le rapport de la 
quantité. Mais, cette dernière conclusion n'est vraie que 
comme un fait essentiellement pratique, et ce serait 
prendre la question à rebours, que de vouloir tirer de ce 
fait, comme l'ont tenté quelques géomètres, la définition 
de l'équivalence des grandeurs mathématiques. La théorie 
de l'équivalence de deux grandeurs est, en principe, tota- 
lement indépendante de l'évaluation numérique de ces 
grandeurs. 

Pour faire entrer dans le calcul arithmétique un 
nombre incommensurable, c'est-à-dire pour en formuler 
la définition particulière, il faut et il suffit qu'on ait dé- 
montré que ce nombre possède une qualité positive et 
caractéristique, qui permette d'envisager à chaque ins- 
tant sa composition, par rapport à l'unité, et d'en distin- 
guer tous les autres nombres, sans être obligé de remonter 
à la comparaison des grandeurs dont la mesure les a en- 
gendrés. Cette propriété se trouvera mise en évidence, 
comme pour les nombres commensurables, par l'analyse 
des circonstances spéciales qui, dans la mesure des gran- 
deurs, accompagnent la naissance de chaque nombre 
incommensurable ; le résultat de cette analyse devra être 
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fixé de telle sorte qull ne reste, dans le calcul , au- 
cune trace des grandeurs que les nombres représentent, 
ni du procédé qui a servi à déterminer leur manière 
d'être relativement à l'unité. 

Analysons ces circonstances, et, pour préciser la dé- 
monstration, choisissons comme exemple la racine carrée 
du nombre 2 : nous serons amenés à formuler pour ce 
nombre deux sortes de définition. 

Première définition. — On fait voir, en arithmétique, 
qu'il n'y a pas de nombre entier, ni fractionnaire, qui 
élevé au carré donne 2. Mais, si l'on partage l'intervalle 
de 1 à 2 en dixièmes, et si l'on fait successivement 
le carré des nombres : 1; 1,1; 1,2; 1,3; etc.; on en 
trouve deux consécutifs dont les carrés comprennent 
entre eux le nombre 2, savoir : 1,4 et 1,5. De même, 
si l'on partage l'intervalle de 1,4 à 1,5 en centièmes, 
et si l'on fait successivement le carré des nombres : 1,4; 
1,41; 1,42; 1,43; etc.; on en trouve deux consécutifs 
dont les carrés comprennent entre eux le nombre 2, 
savoir: 1,41 et 1,42; et ainsi de suite. De telle sorte 
que le nombre 2 reste compris entre les carrés des 
nombres correspondants, dans les d^ux séries : 

(1) 2 1,5 1,42 1,415, etc. 

et (2) 1 1,4 1,41 1,414, etc. 

Or, ces deux séries de nombres, satisfont aux trois 
conditions suivantes : 

V Lies premiers vont tous en diminuant; les seconds 
vont tous en augmentant. 

2<> Tout nombre de la première série est plus grand 
que son correspondant dans la seconde. 
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3"* La différence entre deux nombres correspondants 
peut devenir aussi petite que Ton veut. 

Et l'on sait que deux pareilles séries de nombres, dès 
rinstant que les trois conditions énoncées sont remplies, 
tendent vers une limite commune; il suffit, pour s'en 
convaincre de remonter du nombre considéré sous la 
forme abstraite, à la plus simple des grandeurs con- 
crètes que le nombre peut représenter (chap. XI). 

Il en est de même des deux séries : 



(•^; 




1,5^ 


1,42=' 


1,415=*, etc. 


(4) 


V 


1,4=- 


1,41* 


1,414», etc. 



et 



Ces deux séries de nombres satisfont évidemment aux 
deux premières conditions énoncées ; elles satisfont aussi 
à la troisième. En effet, la différence des carrés de deux 
nombres est égale à la somme de ces nombres multipliée 
par leur différence; or, la somme de deux nombres 
correspondants est toujours inférieure à 4, et leur diffé- 
rence peut devenir aussi petite que Ton veut, comme on 
le voit dans les premières séries (1) et (2); donc, les sé- 
ries (3) et (4) tendent vers une limite commune. D'ail- 
leurs, le nombre 2 reste compris entre deux termes 
correspondants de ces mêmes séries ; le nombre 2 est 
donc la limite vers laquelle tendent les termes de ces 
deux séries. 

On peut conclure de ce qui précède, qu'il existe une 
limite vers laquelle tendent les nombres décimaux, dont 
les carrés ont eux-mêmes pour limite le nombre 2 ; puis- 
que cette limite existe, et qu'elle est d'ailleurs indépen- 
dante de la forme décimale que nous avons adoptée pour 
les termes des séries considérées, on pourra nommer 
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cette limite racine du nombre 2, l'écrire j/a «t introduire 
cette expression |/ 2 dans les calculs, en la regardant 
toujours comme définie , par cette propriété d'être la 
limite vers laquelle tendent les iiombres fractionnaires dont 
les carrés ont pour limite le nombre 2. 

Deuxième définition. — Il est naturel de se deman- 
der pourquoi, )a racine de 9 étant le nombre qui élevé au 
carré donne 9, la racine de 2 n'est pas définie de la même 
manière ? Pour qu'on fût en droit de garder pour le se- 
cond cas la même définition que pour le premier, il suffi- 
rait de démontrer qu'il existe un nombre qui, élevé au 
carré, donnerait le nombre 2, comme il y en a un qui 
élevé au carré donne 9. Or, si l'on se rappelle qu'un 
nombre quelconque exprime la mesure d'une grandeur, 
d'une ligne par exemple, et si l'on sait ce qu'il faut en- 
tendre par l'existence d'un nombre, il est certain qu'il y 
a une longueur, quelle que soit l'unité choisie, dont le 
carré est plus petit que 2, et une autre dont le carré est 
plus grand ; par conséquent, si Ton suppose que la lon- 
gueur d'une ligne aille en croissant continuellement, 
depuis la plus petite des deux jusqu'à la plus grande, il y 
aura, en vertu de cette continuité même, une longueur 
intermédiaire dont le carré sera précisément égal à 2. 
C'est le nombre exprimant la mesure de cette longueur, 
lequel existe (Chap. XIV), qu'on appellera racine de if, 
qu'on écrira j/a et qu'on introduira dans les calculs , en 
le regardant toujours comme défini par cette propriété 
d'être le nombre qui élecé au carré donnerait 2. 



CHAPITRE XVI 



Choix de la déHnltloii de» nombres 
Incommensarable». 



Nous avons vu, dans le chapitre précédent, que la 
racine d'un nombre qui n'est pas carré parfait peut être 
définie, comme limite de nombres fractionnaires satisfai- 
sant à certaines conditions, ou comme jouissant de cette 
propriété que son carré doit reproduire le nombre 
considéré. 

Si Ton se reporte aux conditions générales et particu- 
lières d'une bonne définition géométrique (chap. IV), on 
reconnaîtra sans peine qu'il est permis, en toute rigueur, 
de choisir celle qu'on veut de ces deux définitions, pourvu 
qu'on l'ait auparavant justifiée par une démonstration. 
En adoptant la première, il sera nécessaire de s'y tenir 
attaché exclusivement, dans la suite des calculs, ce qui 
entraîne des longueurs de raisonnement, à moins qu'on 
ne démontré une fois pour toutes que cette limite pos- 
sède la propriété qui sert de seconde définition. En choi- 
sissant la seconde , on évitera l'inconvénient des , lon- 
gueurs ; mais on sera forcé, dans les applications numé- 
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riques, de remplacer finalement une racine quelconque 
par le résultat de sa décomposition en unités décimales 
de différents ordres. Sous le rapport de l'économie des 
propositions, il n'y a donc aucun avantage à préférer 
l'une à l'autre ; on pourrait même, sans pêcher contre la 
rigueur, comprendre sous une seule définition les deux 
qualités distinctes que nous avons étudiées séparément. 

Mais, sous le rapport de l'enseignement, on ne saurait, 
après avoir défini la racine de 9 comme étant le nombre 
dont le carré est égal à 9, trouver naturel de définir celle 
de 2 comme la limite vers laquelle tendent les nombres 
fractionnaires dont le carré a pour limite 2. Cette vue 
est exacte, arithmétiquement parlant, on ne saurait le 
contester, mais trop peu simple et trop peu naturelle pour 
servir de définition ; et, puisqu'elle est d'ailleurs indis- 
pensable aux développements du calcul numérique, ce 
sera sous forme de considération, sous forme de théorème, 
que cette manière de voir trouvera la place qui lui 
convient, à la suite de la théorie de ^extraction des 
racines. 

C'est ainsi qu'on procède (chap. IX) dans l'étude de la 
circonférence et du cercle, et, en général, dans l'étude 
des lignes courbes, avec cette différence que, la théorie 
des racines se présentant tout d'une pièce dans les pro- 
grammes d'enseignement, il peut y avoir des inconvé- 
nients moindres à en intervertir les définitions et les 
propositions, en même temps que les auteurs éprouvent 
une plus forte tentation de le faire. 

C'est ainsi qu'on procède également, en définitive, dans 
l'étude des nombres fractionnaires. Il ne vient à l'esprit 
de personne, à moins d'être exclusivement tourné vers 
des idées d'utilité pratique, de faire passer la définition 
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et l'étude des fractions décimales^ avec le cortège de 
leurs périodes, avant celle des fractions ordinaires. 
Toutes ces analogies entre les diflférentes parties du cours 
de mathématiques doivent, autant que possible, être 
maintenues. 

Le développement d'une racine en fraction décimale, 
fait ainsi après coup, pourra donner lieu à des rappro- 
chements curieux. 

On sait que tout nombre commensurable peut s'écrire 
sous la forme de fraction décimale, à la manière des 
nombres incommensurables. Ainsi, par exemple, le nom- 
bre 1 peut s'écrire: 0,999....; le nombre-* peut s'écrire: 
0,75 ou 0,74999:...., et cette représentation décimale 
n'est qu'un cas particulier de la représentation plus 
générale d'un nombre fractionnaire quelconque sous la 
forme de progression géométrique décroissante. 

Mais, d'une part, l'expression décimale d'un nombre 
entier ou fractionnaire diffère essentiellement de celle 
d'un nombre incommensurable, en ce que la première n'a 
qu'un nombre limité de chiffres, ou que, si elle en a un 
nombre illimité, cette expression est caractérisée par une 
certaine périodicité dans les chiffres, qui manque absolu- 
ment dans la seconde; d'autre part, cette analogie de 
forme, dans le calcuL numérique, démontre à posteriori 
l'existence théorique des trois sortes de nombres que 
nous avons constatées (^chap. XV), et la nature toute 
accidentelle et particulière de ceux qui appartiennent 
adx deux premières catégories, c'est-à-dire des nombres 
commensurables. 

Cette analogie de forme se poursuit encore au point 
de vue général de l'algèbre. Tout nombre commensu- 
rable a, pour les besoins du calcul algébrique, une repré- 
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sentation brève, résumée par un chififre ou par un petit 
nombre de chiffres, avec un signe; cette forme simple, 
qui se prête beaucoup mieux aux transformations du 
calcul que la terme décimale, se montre à l'origine même 
de chaque nombre commensurable, et n'est autre chose 
que la sténographie de sa définition ; elle équivaut, d'ail- 
leurs, à la décomposition, décimale ou non, du nombre 
en une infinité de chiffres. 

Il eu est exactement de même des nombres incom* 
mensurables, si on les introduit dans le calcul à l'aide de 
la seconde définition : la racine de 2, par exemple, peut 
être représentée numériquement par une suite indéfinie 
de chiffres décimaux; mais cette racine aura aussi sa 
forme brève, résumée par un chiffre et un signe , laquelle 
apparaît en même temps que le nombre, équivaut à la 
première et se prête infiniment mieux qu'elle aux trans- 
formations algébriques. On lui donne un corps en écri- 
vant j/â^, et, en disant que c'est le nombre dont le carré 
est égal à 2, on énonce à la fois sa qualité générale 
de nombre incommensurable et sa qualité particulière, 
qui suffit aux transformations algébriques, d'avoir pour 
carré le nombre 2. 

Sans doute, cette définition n'a pas l'avantage de rap- 
peler la série des opérations successives qu'il faut faire 
sur l'unité, pour composer la racine du nombre; mais, 
pourvu qu'il ait été établi que cette composition est pos- 
sible, quels que soient le nombre, la nature et l'ordre des 
opérations nécessaires, il est permis de prendre le résul- 
tat de ces opérations, fussent-elles purement idéales, pour 
objet d'une définition. 

Au surplus , l'objection peut être faite à la première 
définition avec autant de force qu'à la seconde; si loin 

•7 
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qu'on considère les termes de la série : 1 1,4 1,41 
1,414.... il faudra absolument s'arrêter à un terme, 
dans cette énumération, et ce n'est que par une simple 
vue de l'esprit qu'on pourra atteindre la limite vers 
laquelle ils tendent. En dernière analyse, prendre cette 
limite pour définition, après avoir prouvé qu'elle existe, 
c'est encore accepter, quoi qu'on dise, le résultat d'une 
opération de l'esprit comme existant à priori. 

Ce qu'il n'est pas permis de faire, c'est de fixer sa 
pensée, soit sur un terme, soit sur un autre de la série, 
et de considérer ce terme, quel qu'il soit, comme étant 
le dernier : évidemment, aucun de ces termes n'exprime 
la mesure de la grandeur qui doit être représentée par 
leur limite; aucun d'eux ne jouit de la propriété que son 
carré soit égal à 2; aucun d'eux ne saurait être assi- 
milé à j/a . Croire que la définition d'une racine, comme 
limite, repose sur des données expérimentales, plus 
positives et plus certaines que celles de l'esprit, est donc 
une erreur complète. 

Il ne faut pas se dissimuler, d'ailleurs, le peu de 
ressource qu'offre l'expérience dans une pareille ques- 
tion. L'expérience ne donne ni un point, ni une ligne, 
ni une surface, ni aucune figure géométrique; elle ne* 
nous présente que des corps. Comme ces corps sont 
nécessairement terminés, sans quoi ils ne seraient pas 
distincts de l'espace indéfini, nous concluons que leurs 
limites existent, et nous appelons ces limites surfaces; 
mais c'est en vertu d'une opération de l'esprit, c'est-à- 
dire d'une abstraction, que nous affirmons leur existence 
mathématique. Ces surfaces elles-mêmes ont des limites, 
que nous concevons et que nous nommons lignes; enfin, 
ces lignes elles-mêmes ont des limites, que nous appelons 
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points. Mais, l'œil de l'homme n'a jamais vu un point, 
ni une ligne, ni une surface géométrique, pas plus que la 
limite vers laquelle tendent les nombres fractionnaires 
dont les carrés ont eux-mêmes pour limite le nombre 2. 

L'existence de cette limite et de ces figures, toute 
incontestable qu'elle est, nous est donc uniquement 
démontrée comme résultat d'une opération de l'esprit, 
et nullement comme donnée expérimentale. L'applica- 
tion du calcul ou d'un instrument à la mesure de ces 
grandeurs, et à la recherche de cette limite, est un moyen 
d'en matérialiser les propriétés, de les faire passer sous 
les sens, de les rendre en quelque sorte tangibles. Mais, 
tandis que, parla pensée, nous concevons facilement et 
pleinement l'existence de ces grandeurs et de leurs pro- 
priétés mathématiques, nous ne pouvons espérer de les 
représenter, par le calcul ou àl'aide d'un instrument, que 
d'une manière ordinairement imparfaite, et d'une ma- 
nière exacte seulement dans des cas particuliers. 

C'est donc tout à fait à tort que quelques géomètres 
estiment qu'il faille absolument prendre, comme point de 
départ d'une définition, le résultat d'un calcul ou d'une 
opération matérielle. Cette manière de procéder ne laisse 
pas que d'être rigoureuse, sans doute ; mais les résultats 
auxquels une opération de l'esprit nous conduit, en par- 
tant de l'expérience, sont aussi vrais, aussi certains, aussi 
indiscutables que les résultats de l'expérience même, et 
en outre, ils ont un caractère de simplicité et de géné- 
ralité, qui manque forcément aux autres, et dont la dis- 
parition engendre des difiicultés incessantes et sans 
nombre dans l'enseignement des mathématiques. 



CHAPITRE XVII 



Déiliiitioii» expérimeiitale». 



Nous avons dit, dans le chapitre précédent, que Texpé- 
rience ofiFre peu de ressources dans la question générale 
des définitions géométriques, et que c'est une erreur de 
croire que les sens seuls puissent nous fournir une bonne 
définition. Toutes les notions que les sens nous donnent 
ont besoin d'être étendues, développées et complétées, 
en mathématiques, par une conception pure, et il 
n'est pas rare de voir que les meilleurs esprits, une fois 
engagés dans la voie expérimentale, où tout est borné et 
rétréci, soient obligés, pour aller jusqu'au bout, de subir 
les conséquences de l'erreur qui les y a entraînés. Rien 
n'est plus à la mode, dans les traités modernes, que les 
affirmations du genre suivant : 

« On ne considère, en mathématiques, que les grandeurs 
dont on a défini avec précision F égalité et rinégalité. » 

« // n'est pas nécessaire de définir les grandeurs qu'où 
ifitroduit dans le calcul mathématique; il suffit d'avoir 
défini leur égalité et leur inégalité, » 



DÉFINITIONS EXPÉRIMENTiLLES 101 

Ou comprend que la définition d'une grandeur mathé- 
matique soit chose difficile, et même impossible à faire 
d'une manière purement expérimentale; mais quel est 
relève de philosophie qui consentira à raisonner sur des 
grandeurs, sans savoir ce que c'est? quel est celui qui 
voudra admettre qu'une grandeur, non définie, est égale 
à une autre qui ne l'est pas davantage? La première 
phrase qui commencera par ces mots : « les deux gran- 
deurs sont dites égales, etc. » contiendra pour lui une 
pétition de principe inexplicable et des plus choquantes, 
si l'on n'a pas déjà posé et justifié la définition de 
ces deux grandeurs. 

Voici un traité d'arithmétique, où l'on trouve à six 
pages de distance les deux définitions suivantes : 

« On appelle racine carrée d'un nombre un nomàre 
qui élevé au carré reproduit le nombre proposé, » 

« Chacu7i des nombres fractionnaires qui diffèrent entre 
eux aussi peu qu'on veut, et dont les carrés comprenant A 
est ce que l'ofi appelle la racine carrée de A ; on le désigne 
par le symbole |/ J. » 

Quelle est la bonne? Un nombre qui représente l'éva- 
luation approchée d'une grandeur, ne peut pas être pris, 
sans erreur, pour celui qui exprime la mesure exacte de 
cette grandeur. Evidemment, on joue ici sur les mots, 
en cherchant à identifier une sorte d'égalité par approxi- 
mation avec l'égalité absolue : l'une de ces égalités est 
théorique, mais vraie; l'autre est expérimentale et fausse. 

On rencontre aussi, au début d'un traité d'algèbre, 
cette définition générale du nombre incommensurable : 

« Le )vombre fractionnaire qui mesure une grandeur 
incommensurable y avec une approximation aussi grande 
quon veut, s'appelle un nombre incommensurable, » 
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On ne fera jamais croire à personne qu'un nombre 
fractionnaire, quel qu'il soit, puisse s'appeler incommen- 
surable, à moins d'une parfaite contradiction, et le con- 
traire d^une pareille proposition est aussi rigoureuse- 
ment vrai que la proposition même. On devine, il est 
vrai, que l'auteur a en vue de considérer seulement la 
limite dont il ne fait pas mention, et vers laquelle tend le 
nombre fractionnaire dont il parle. Mais, une semblable 
définition ressemble trop à un rébus, pour être accep- 
tée en ces termes dans l'enseignement élémentaire. 

Dans un Précis d'arithmétique, on peut lire la défini- 
tion suivante de la mesure d'une grandeur : 

« Mesurer une grandeur , cest chercher de quelle 
manière elle est composée avec son unité; en d'autres 
termes, c'est chercher combien il faut ajouter d'unités ou 
de parties déterminées de Vunité pour reproduire cette 
grandeur. » 

Cette définition est incomplète, car l'auteur a démon- 
tré auparavant, comme nous l'avons fait (chap. XIV), 
qu'il peut se présenter trois cas distincts dans la mesure 
d'une grandeur, et sa définition n'en comprend que 
deux. 

Les ouvrages modernes, du moins ceux qui se voient 
dans les bibliothèques de collège, renferment un très- 
grand nombre de définitions expérimentales de ce genre, 
où les auteurs, sous prétexte d'excessive rigueur, arri- 
vent à formuler, en tourmentant la langue française, 
deux difficultés au lieu d'une. Il serait bien préférable, 
pour les progrès de l'enseignement, que les hommes 
distingués qui s'occupent d'écrire les éléments des scien- 
ces, apportassent toutes leurs préoccupations à suivre 
l'ordre logique des idées, et laissassent de côté les tours 
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de force pour ne poser d'abord que des définitions sim- 
ples, générales, accessibles à tout le monde, sauf aies 
préciser dans un traité à part, par quelque développe- 
ment ingénieux et même paradoxal, si cela leur plaît. 



CHAPITRE XVIII 



Déiliiitloii des opératloiis de rAritlmiétlqne. 



Le but de ce chapitre est d'examiner si Ton peut 
trouver, pour chaque opération de T Arithmétique, une 
définition précise qui satisfasse à toutes les conditions 
générales et particulières d'une bonne définition, et de 
formuler cette définition. 

Nous nommerons opération d'arithmétique toute com- 
binaison de nombres, dont l'existence aura été démon- 
trée comme possible et unique, et nous entendrons par 
nombre l'expression du résultat de la comparaison, sous 
le rapport de la quantité, d'une grandeur avec l'unité de 
même espèce (chap. XIV). 

Rappelons d'abord que l'apparition d'un nombre, 
d'après sa définition même, suppose déjà l'existence 
d'une grandeur mathématique soumise à une opération 
simple, qu'on nomme sa mesure. S'il n'y avait pas de 
grandeurs mathématiques, il n'y aurait pas de nombres, 
même pour le savant, tandis que les grandeurs mathé- 
matiques existent même pour celui qui n'a pas l'idée de 
nombre. L'emploi des nombres tire principalement son 
utilité de ce que ceux-ci ne conservent pas la trace des 
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grandeurs qui leur ont donné naissance ; d'où il résulte 
que les combinaisons qu'on peut en faire, et les consé- 
quences qu'on tire de leurs combinaisons, ont un certain 
degré de généralité, qui permet de les appliquer à toutes 
les espèces de grandeurs et que ne sauraient avoir les 
opérations efifectuées directement sur les grandeurs 
mêmes. 

On est ainsi conduit à regarder une combinaison de 
nombres ou opération arithmétique comme l'image fidèle, 
mais incolore, d'une opération correspondante sur les 
grandeurs; et, par contre, puisque toute trace de l'espèce 
des grandeurs a disparu dans le nombre, il est permis de 
supposer que cette espèce est celle qu'on veut, et, en 
particulier, que ces grandeurs sont des lignes. D'où l'on 
tire cette double conclusion incontestable, savoir: 1* tous 
les nombres arithmétiques, incommensurables ou non, 
peuvent être censés représenter des longueurs portées 
sur une même droite, à partir du même point et dans la 
même direction ; 2** toute opération arithmétique est, si 
l'on peut s'exprimer ainsi, la photographie d'une con- 
struction géométrique, exécutée sur des lignes. 

La définition d'une opération arithmétique a donc pour 
objet de faire connaître et de fixer par un mot le résultat 
d'une combinaison de nombres, c'est-à-dire d'une con- 
struction géométrique. On voit par là qu'il y a pour 
chaque opération deux modes de définition, qu'on dis- 
tingue quelquefois et très-improprement par les épi- 
thètes d'abstrait et de concret, et qu'on devrait plutôt 
nommer arithmétique et géométrique. 

Le mode abstrait ou arithmétique, est celui dans lequel 
on fait porter la définition sur les nombres, tels qu'ils se 
rencontrent dans la pratiquB du calcul, c'est-à-dire abs- 
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traction faite de l'espèce de grandeurs qu'ils représen- 
tent et de la position relative de ces grandeurs ; cette 
manière de procéder est nécessairement particulière et 
incomplète, car elle suppose que les nombres sont consi- 
dérés uniquement sous le rapport de la quantité. 

Au contraire, dans le mode géométrique ou concret, la 
définition prend naissance sur des lignes, qui remplacent 
figurativement toute espèce de grandeurs ; rien n'empêche 
qu'on ne puisse tenir compte et de la quantité et de la posi- 
tion relative de ces lignes, non-seulement dans un sens, 
mais encore dans le sens opposé et même dans une mul- 
titude de directions intermédiaires ; la définition géomé- 
trique d'une opération, outre qu'elle .est plus saisissante, 
plus naturelle et plus simple que l'autre, est donc la seule 
qui soit à priori susceptible de généralisation. 

En suivant cet ordre d'idées, il est très-facile d'entendre 
les termes de quantités algébriques et de quantités coin- 
plexes, que quelques géomètres modernes ont introduit 
dans le calcul. Ces termes n'ont rien d'absolu; mais, de 
même qu'on rattache successivement au mot nombre , 
sous le rapport de la quantité , des idées de plus en plus 
générales, que rappellent les épithètes d'entier, de frac- 
tionnaire et d'incommensurable, de même il est permis 
de généraliser aussi l'expression de nombre, lorsqu'on le 
considère sous le rapport de la direction. Les nombres se 
présentent d'abord comme quantités arithmétiques, c'est- 
à-dire essentiellement positives, puis comme quantités 
algébriques , c'est-à-dire positives ou négatives, et enfin 
comme quantités dirigées ou inclinées dans tous les sens ; 
c'est cette dernière manière d'être qu'on doit entendre 
par le terme de quantités complexes. 

L'idée de direction attachée au mot nombre sert ainsi 
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de ligne de démarcation entre Tarithmëtique et Talgèbre : 
Tarithmétique se compose de faits relatifs aux nombres, 
car les nombres n*y sont jamais combinés autrement que 
sous le rapport de la quantité; l'algèbre, au contraire, 
envisageant les nombres sous le double rapport de la 
quantité et de la direction, exprime les lois générales de 
leurs combinaisons. Et Ton ne peut s*empécber de croire 
que telle était la pensée de Newton, lorsqu'il choisissait 
pour titre de son traité d'algèbre, celui A' Arithmétique 
générale ou imiver selle. 

L'opération fondamentale de l^aritbmétique est l'addi- 
tion : on peut dire qu'elle consiste à former un nombre 
renfermant toutes les unités et parties aliquotes d'unité, 
qu'on peut trouver dans plusieurs nombres donnés. Si les 
nombres donnés sont entiers ou fractionnaires, on ne 
saurait élever d'objection contre la possibilité de former 
un pareil nombre. Si l'un des nombres donnés est incom- 
mensurable, comme y2~, ou si tous sont incommensura- 
bles, nous avons vu comment on doit considérer, dans la 
pratique, la composition du nombre |/2~ relativement à 
l'unité (chap. XV); d'après cela, il sera possible de former 
un nombre renfermant toutes les unités et parties ali- 
quotes d'unité qu'on sait trouver successivement dans des 
nombres donnés, entiers, fractionnaires ou incommensu- 
rables. Que si nous voulons indiquer la limite exacte du 
résultat de l'addition des nombres 3 et j/^ , laquelle ne 
peut pas s'exprimer par un nombre commensurable, nous 
écrirons 3 -)- j/â". Telle est la somme de ces nombres. 

La soustraction se ramène à Taddition dont elle est 
l'inverse. 

La multiplication par un nombre entier est un cas par- 
ticulier de l'addition, celui où les nombres additionnés 
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sont égaux entre eux. De la multiplication par un nombre 
entier, on peut passer à la division par un nombre entier, 
en disant que, diviser un nombre par un autre, c'est par^ 
tager le premier en autant de parties égales qu'il y a d'u- 
nités dans le second^ ce qui est toujours possible, en vertu 
de la continuité des grandeurs que les nombres repré- 
sentent. On définit ensuite la multiplication par un 
nombre fractionnaire ou incommensurable, à Taide des 
deux définitions précédentes , savoir : multiplier un 
nombre quelconque par un autre ^ c'est en formen' un troi- 
sième qui soit composé avec le rnultiplicande absolument 
comme le multiplicateur test avec l'unité. 

Dans le cas où le multiplicateur est fractionnaire, on 
reconnaît aisément la justesse de cette définition, qui 
comprend comme cas particulier, celle qu'on a déjà don- 
née spécialement pour les nombres entiers. Si le multi- 
plicateur est incommensurable, comme |/2, on sait 
comment il faut considérer, dans la pratique, la compo- 
sition du nombre y^ relativement à l'unité (chap. XV); 
on saura donc former un nombre renfermant autant de 
parties aliquotes du nombre 3, par exemple, que Ton 
peut trouver successivement de parties aliquotes de l'u- 
nité dans |/2 . Que si nous voulons indiquer la limite 
exacte du résultat de la multiplication des nombres 3 et 
y^, laquelle ne peut pas s'exprimer par un nombre 
commensurable, nous écrirons 3 X y'a . Tel est le pro- 
duit de ces nombres. 

La définition générale du produit de deux nombres 
entraîne celle de la division, qui est l'inverse de la 
multiplication ; d'ailleurs, l'élévation d'un nombre à ses 
puissances entières n'est qu'un cas particulier de la 
multiplication, et l'extraction des racines l'inverse de 
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rélévation aux puissances. D'un autre côté, on peut 
toujours se proposer de satisfaire aux deux questions 
suivantes : 1* étant dormes deux nombres , en trouver un 
troisième qui multiplié par le second reproduise le premier; 
2* étant donné un nombre, en trouver un second qui élevé à 
une certaine puissance reproduise le premier. Il résulte, en 
effets de la continuité des grandeurs mathématiques, que 
le nombre cherché dans l'une et l'autre opération existe 
et est unique, ce qui suffit à la justification de ces deux 
définitions (chap. XV). 

Toutes les opérations de l'Arithmétique peuvent donc 
être définies, d'une manière abstraite, comme il suit : 

Additionner plusieurs nombres, c'est en former un 
autre, qui contienne toutes les unités et parties aliquotes 
d'unité qu'on peut trouver dans les nombres donnés. 

Soustraire un nombre d'un autre, c'est en trouver un 
troisième, qui ajouté au second donne une somme égale 
au premier. 

Multiplier un nombre par un autre, c'est en former un 
troisième, qui soit composé avec le premier absolument 
comme le second l'est avec l'unité. 

Diviser un nombre par un autre, c'est en trouver un 
troisième, qui multiplié par le second donne un produit 
égal au premier. 

Extraire la racine d'un nombre, c'est en trouver un 
autre, qui élevé à une certaine puissance donne un résul- 
tat égal au premier. 

Les définitions qui précèdent reposent chacune sur un 
principe, évident ou démontré, et sur la composition d'un 
nombre quelconque relativement à l'unité ; elles sont donc 
toutes, au point de vue purement arithmétique, rigou- 
reuses et générales, attendu qu'elles conviennent à toute 
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espèce de nombres, sous le rapport de la quantité, et pos- 
sèdent les qualités générales et particulières d'une bonne 
définition géométrique. Bien plus, si Ion se reporte à ce 
qui a été dit plus haut sur l'expression géométrique du 
nombre , et si, en se conformant au principe de chaque 
opération, on interprète mot à mot leur signification, on 
obtiendra sans peine les définitions géométriques ou con- 
crètes des opérations aritlimétiques. 

Par exemple, pour faire l'addition de deux longueurs, 
on les portera sur la même droite, Tune à la suite de 
Tautre : leur somme est la distance des deux extrémités 
non communes. 

Pour faire la soustraction de deux longueurs, on les 
portera sur la même droite, à partir du même point : 
leur différence est la distance des deux extrémités non 
communes. 

La multiplication de deux nombres sera représentée 
par la construction d'une quatrième proportionnelle à ' 
trois lignes; on voit, en effet, si l'on pose l'égalité : 

qu'on peut l'écrire sous forme de proportion de la 

manière suivante : 

1 b 



a 



Or, cette proportion exprime précisément que x est une 

quatrième proportionnelle aux trois lignes : 1, a et ô. 

La division de deux nombres s'effectue aussi par la 

construction d'une quatrième proportionnelle; car, le 

quotient -y- étant désigné par x, on pourra déterminer 

X par la proportion : 

b _ 1 

a œ ' 
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Uélévation aux puissances entières se ramène à plu- 
sieurs constructions successives de quatrième et troi- 
sième proportionnelles. 

L'extraction de la racine carrée d'un nombre corres- 
pond à la construction d'une moyenne proportionnelle 
entre l'unité et le nombre donné ; car l'égalité x := |/a 
peut évidemment s'écrire, comme on le sait : 

1 _ JL- 

Les racines, dont le degré est une puissance de 2, peu- 
vent s'extraire par plusieurs constructions successives de 
moyennes proportionnelles. Quant à celles dont le degré 
n'est pas une puissance de 2, on peut toujours les trou- 
ver approximativement, dans la pratique, avec la règle 
et le compas, et exactement, en théorie, au moyen de 
l'instrument imaginé par Descartes. 

Telles sont les constructions géométriques propres à 
représenter les opérations élémentaires de l'arithméti- 
que. Ce qui est vraiment remarquable, c'est que chacune 
d'elles est susceptible d'être généralisée, c'est-à-dire 
étendue à des lignes représentant des nombres avec 
toutes les qualités comprises sous les termes de quantités 
algébriques, et de quantités complexes (1). Mais, cette 
extension n'est point passée dans l'enseignement clas- 
sique des lycées de France ; ni dans les examens qui ont 
pour but l'obtention d'un grade universitaire., ni dans les 
examens d'admission aux différentes écoles du gouverne- 
ment , ces définitions généralisées ne sont encore accep- 
tées sans difficulté. Il y a plus de 20 ans qu'elles ont 

(1) Voy. à ce sujet les Mémoires de la Société des sciences phys. et 
nat. de Bordeaux (!«' cahier, 1867). 
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reçu leur droit de cité dans les écoles de Belgique et 
d'Allemagne, sans qu'on ait osé les introduire dans les 
programmes officiels de l'Empire français. 

L'historique de ces définitions nous offre cependant 
en leur faveur, et sans sortir de France, le témoignage 
de plusieurs savants de premier ordre. 

En 1637, Descartes posa les premiers fondements de 
la signification géométrique des quantités négatives. 

Après lui , d'Alembert essaya , dans V Encyclopédie 
du xviii' siècle d'interpréter dans le même sens les 
quantités imaginaires. 

En 1806, Robert Argand, de Genève, fit imprimer à 
Paris un opuscule intitulé : Essai sur une manière de 
représenter les quantités imaginaires dans les co7istructio7is 
fjéométriques. 

Vers l'année 1813, le même Argand réclame, dans les 
Annales de Gergonne (tome iv), contre un professeur de 
l'Ecole d'artillerie à Metz, nommé J.-F. Français, la prio- 
rité de sa découverte. 

Mourey, en 1828, publia une brochure ayant pour 
titre : La vraie théorie des quantités négatives et des quan- 
tités prétefidues imaginaires, dédié aux amis de tévidence. 

Ces diverses théories ont été reprises et coordonnées 
par l'illustre Cauchy, dans ses Exercices d'analyse et de 
physique mathématique. 

Sous le règne de Louis-Philippe, un professeur obscur 
d'un collège communal, M. Faure, publia un petit 
ouvrage très-remarquable, intitulé : Théorie des quantités 
imaginaires. J'ai entendu raconter que Tannée suivante, 
les inspecteurs généraux de l'Université déclarèrent que 
ce professeur était fou, et obtinrent sa mise à la retraite. 
Ajoutons, pour être juste, que la pension de retraite du 
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paQvre professeur a été augmentée, depuis cette époque, 
et que les distinctions les plus honorables ont été 
accordées sous forme de réparation à ce savant méconnu. 

Depuis 15 ans, plusieurs mémoires ont été lus sur la 
question, par M. Abel Transon, examinateur d'admission 
à TEcole polytechnique, dans les séances de la Société 
phUomatique de Paris, et d'autres, imprimés par lui, 
dans les Nouvelles annales de mathématiques (années 
1868-69, décemb., janv., fév., etc.). 

Enfin, M. J. Houël, professeur à la Faculté des sciences 
de Bordeaux, publie en ce moment même, sous le titre 
de Théorie élémentaire des quantités complexes, une étude 
des plus approfondies et des plus savantes de la question. 

Malgré toutes ces autorités, le droit d'étendre les 
définitions arithmétiques aux quantités négatives et ima- 
* ginaires reste encore, par routine ou par frayeur, contesté 
de la part de plusieurs géomètres français. Mais la rou- 
tine finira , soyons-en sûrs , par être vaincue ; la peur 
cédera à l'évidence, et, sans être prophète, nous pouvons 
prédire que, dans un prochain avenir, le fantôme des 
imaginaires aura disparu des écoles françaises, comme 
autrefois les loups furent chassés d'Angleterre. 



FIN DES DÉFINITIONS aSOlliTRIQUES 



* t J , 1 



■.4 • 



h • I 



té • m » * < 



i* 



* ^li «■•• »•!«■« • 



» » • • » 



TABLE DES MATIÈRES 



Prkkack au lbctruk • V 

Chapitre premier. — Importance des définitions .... 11 

Chapitre II. — Géométrie du collège 17 

Chapitre III. — Ce que c'est qu'une définition 24 

Chapitre IV. — Qualités d'une définition géométrique. . 26 

Chapitre V. — Double erreur des Géomètres 36 

Chapitre VI. — Définitions artificielles ' 41 

Chapitre VII. — Premières définitions de la Géométrie . . 50 

Chapitre VIII. — Définition des lignes et surfaces courbes. 55 
Chapitre IX. — Règles^ générales de la définition des lignes 

et surfaces courbes 60 

Chapitre X. — Règles particulières de la définition des 

lignes et surfaces courbes 64 

Chapitre XÏ. — Justification exacte de la définition des 

lignes et surfaces courbes 68 

Chapitre XII. — Méthode Euclidienne dans la mesure des 

lignes et surfaces courbes 72 

Chapitre XIII. — Définition générale d'un maximum et 

d'un minimum 77 

Chapitre XIV. — Définition arithmétique du nombre. . . 83 



116 DÉFINITIONS oé<nfETIUQUES 

Gbapitrb XV. — Définition particulière du nombre incom- 
mensurable 89 

Crapitrb XVI. — Choix de la définition du nombre incom- 
mensurable 94 

Chapitre XVII. — Définitions expérimentales 100 

Crapitrb XVIII. — Définition des opérations de rarithmé*- 

tique 104 



• * • » 



Lyon — Imp. da Salât .Public. — Bellon. ru« Impériale, 33. 



î 



V 



lu^ 



iJh 



X^ 



